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Préface. 


Fondée par le célèbre analyste norvégien Abel, la théorie de ses 
intégrales a reçue depuis un grand développement grâce aux travaux 
d’Abel lui même et de géomètres allemands: Jacobi, Richelot, Göpel et 
Rosenhain, surtout de Riemann et de ses disciples comme Roch, C. Neumann, 
Koenigsberger, Prym, Krazer, Weber, Thomae; ensuite de Clebsch et 
Gordan et de leurs disciples — Lindemann, Klein, Burkhardt, beaucoup de 
Noether; enfin de Weierstrass, Schottky, Hettner, Dedekind et H. Weber; 
en France de Ch. Hermite, Briot et Bouquet, Elliot, Raffy, Appell, Gour- 
sat, Picard, Poincaré et d’autres. Il y a bien à distinguer maintenant cinq 
doctrines principales en cette théorie, les noms des fondateurs desquel- 
les nous avons eu le soin de souligner. La première entre elles, celle de 
Güpel et de Rosenhain, la plus rapprochée de celle d’Abel par l’époque 
de sa fondation, en est la plus éloignée par ses principes: on sait que 
ces savants ont cherché,et non sans succès, d'étendre aux fonctions abé- 
liennes la méthode inverse de Jacobi dans la théorie des fonctions ellip- 
tiques, qui prend les fonctions @ pour point de départ. Malgré les con- 
tributions que lui ont faits depuis plusieurs des savants eminents, men- 
tionnés plus haut, et tout récemment encore M. Wirtinger, elle reste 
encore en arrière des autres. Celle de Riemann, basée sur la considération 
des surfaces à feuillets superposés, nommées d’après iui, et le principe 
de Dirichlet, est la plus cultivée et la plus répandue. Elle est déve- 
loppée dans son célèbre mémoire presque tout à fait sans calcul *). En 


*) C’est ce que Jacobi a prédit l'an 1835: „Diese Theorie muss durch einfache 
Betrachtungen durchgeführt werden, und man wird in ihrer Ausbildung keine Rechnung 
mehr brauchen, welche durch die Intensität der Gedanke ersetzt wird. Diese Theorie 
muss daher nothwendig der Glanzpunkt der Mathematik werden, weil hier die Resul- 
tate ohne Rechnung unmittelbar zur Anschauung gelangen“. Leçon 69-me sur les 
„Elliptische Transcendenten“, où l'on trouve une digression sur les intégrales hyper- 
elliptiques. (Extrait d'une copie manuscripte des cahiers, faites par Rosenhain 
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restant pour toujours admirable et un témoin du grand génie de Riemann, 
elle a pourtant les deux inconvenients: d’une part celui d’être synthétique 
et d'autre d'emprunter ailleurs les fonctions @. C’est ce qui a suggéré à 
Clebsch et Gordan l’idée de construire cette théorie sur une autre base, 
en liant la théorie des intégrales abéliennes avec celle des courbes algébri- 
ques. L'étude conjointe de ces deux théories les a aménés par le théorème 
d’Abel aux fonctions T, (&), qui conduisent aux fonctions @. Mais le 
chapitre, consacré aux fonctions T, (a), est l’un des plus difficiles de 
leur livre tellement, que Briot a préféré dans sa , Théorie des fonctions 
abéliennes“, après être arrivé au problème d’inversion, d’exposer la théorie 
des fonctions © indépendamment de T, (2); comme l’a fait Riemann. 
Cette manière de traiter les intégrales abéliennes conjointement avec la 
théorie des courbes algébriques a beaucoup contribué aux progrès d’ana- 
lyse et de géométrie, mais ne parait pas être naturelle et ne rend que 
plus difficile la première théorie, en lui ajoutant les difficultés de la 
deuxième. Elle a reçu depuis beaucoup de perfectionnements, surtout de 
la part de M. Noether, qui l’a rapproché de celle de Weierstrass; mais 
malgré çà elle est moins répandue que celle de Riemann, et parait être 
peu à peu abandonnée. 

Toutes les trois théories sont beaucoup éloignées des considérations 
d’Abel — aussi par rapport à la généralité, car pour amener les con- 
clusions jusqu’à la fin, on y devait introduire des restrictions diverses; la 
dernière, dont il nous reste à parler, celle de Weierstrass, longtemps la moins 
connue des toutes, même en Allemagne, mais la plus naturelle, la plus 
simple et la plus élégante, s’y rattache le plus étroitement. Chez Weier- 
strass toute la théorie se développe naturellement d’une identité, trouvée 
par Abel dans le mémoire: „Petite contribution à la théorie de quelques 
fonctions transcendantes“ *), (pour les transcendantes d’un ordre plus élevé 
encore), — résultat, qui est obtenu plus tard aussi par M. Noether. 
Weierstrass tire de là en premier lieu les relations entre les périodes des 
intégrales de première et de deuxième espèces, analogues à la relation 
connue de Legendre dans la théorie des fonctions elliptiques; les formes 
des intégrales normales de deuxième et de troisième espèce, et le 
théorème de léchange de paramètres et d'arguments pour les dernières; 


d’après les leçons de Jacobi en 1835, comme je l’ai entendu de mon père et aussi de 
L. Kronecker. Ces leçons sont très dignes de voir le jour, — mon avis, partagé aussi 
par L. Kronecker.) 

*) V-me mémoire de la nouvelle édition de ses oeuvres, § 2. 
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les fonctions primaires (Primfunktionen) et les expressions par elles des 
intégrales des trois espèces, de même que des fonctions algébriques 
rationnelles de la même irrationalité, de laquelle dépendent les intégra- 
les; de là, comme un simple corollaire, le célèbre théorème d’Abel; d’un 
cas particulier de celui-ci il arrive au problème de Jacobi; en exprimant 
les sommes des intégrales de deuxième espèce et aussi celles de troisième 
espèce en fonction de celles de première, ayant les mêmes limites supé- 
rieures, il trouve, que les sommes des intégrales fondamentales de 
deuxième espèce pour les valeurs des arguments augmentées de certai- 
nes constantes, sont les dérivées partielles d’une même fonction 
auxiliaire, par laquelle tout peut être exprimé, aussi les sommes des 
intégrales de troisième espèce; le théorème d’Abel pour ces dernières 
dans un cas particulier conduit de suite, en passant du logarithme au 
nombre, à la fonction © générale, dont les propriétés diverses se dédui- 
sent ci-après de sa définition elle-même, de même que son développe- 
ment en série. 

Telle est la belle théorie du célèbre analyste allemand. 

Tous ces résultats sont tirés et démontrés par Weierstrass à l’aide des 
développements en séries pour les divers endroits de „l'image algébrique“ 
(algebraisches Gebilde), défini par l'équation algébrique /(x,y) —0, — les 
développements, dont on n’a besoin de savoir le plus souvent que la forme, 
— et il parait que c’est cette méthode de démontrer, qui a été le plus 
remarquée, plus que la théorie elle-même. Mais tous ces résultats 
peuvent être obtenus aussi par d’autres moyens, plus algébriques, comme 
la montré M. Noether. M. Noether traite cependant la théorie, à la ma- 
nière de Clebsch et Gordan, à l’aide des considérations et du langage 
géométriques et des variables (coordonnées) homogènes, ce qui exige du 
lecteur des connaissances considérables en géométrie et en théorie des 
formes — connaissances étrangères à la théorie qui nous occupe. J’ai 
tenté à rendre son analyse purement algébrique et surtout à rempla- 
cer sa méthode pour la recherche du genre et des fonctions adjointes 
par une autre plus simple et plus directe, ce que j'ai réussi à faire 
en 1893*). Alors j'ai écrit en russe mes „Éléments de la théorie 
des intégrales abéliennes“, un livre, qui donne une exposition de 
la belle théorie de Weierstrass la plus simple, la plus proche des 
éléments d’Analyse, et les moyens d’explorer à fond directement 


*) Annales de l’École Normale supérieure. An 1893, X V; aussi: Bulletin des 
sciences mathématiques, même année, février. 
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chaque cas particulier. Pour rendre l'exposition de la théorie plus 
facile et plus compréhensible au lecteur, je m'’ai permis de recourir 
aux surfaces de Riemann, lesquelles donnent un moyen très commode 
pour indiquer brièvement le chemin d'intégration, et de démontrer quel- 
ques propositions qui s’y rapportent, à la manière de Riemann et de 
M. C. Neumann; mais je ne suppose chez le lecteur aucune connaissance 
antérieurement acquise de ces surfaces; et en général, les connaissances 
préalables sont réduites chez moi au minimum possible, celui des éléments 
d’algèbre supérieure, du calcul différentiel et intégral et des éléments de la 
théorie des fonctions d’une variable complexe, qu’on trouve dans les cours 
usuels. (Le plan de l’ouvrage montre la table des matières détaillée ci-jointe.) 

Ce livre fut imprimé lan 1895 par la Société mathématique de 
Kharkow. Mais ma langue maternelle présentant un obstacle à sa 
propagation dans les pays, où l’on s'intéresse le plus à cette théorie, 
je me suis décidé d’en faire une édition française, après y avoir apporté 
quelques améliorations. 

Pendant que je cherchais vainement un éditeur pour mon livre 
qu’on jugeait à tort être plus spécial qu’il l’est en réalité *), il vient de 
paraître à Kieff l’an 1897 un autre livre russe sur le même sujet, du à 
l'étude du mien, appartenant à Mr. le prof. Ermakoff. J'y ai trouvé 
quelque chose, dont j’ai jugé bon de profiter pour l'édition française; mais 
s'étaient principalement mes propres recherches ultérieures, publiées 
depuis dans les , Communications de la Société Mathématique de Kharkow“, 
dans le ,Compte-rendu du deuxième Congrès international des Mathé- 
maticiens, ténu à Paris du 6 au 12 Août 1900“, — „Sur l’évanouisse- 
ment des fonctions @ de plusieures variables“, et dans le tome CXX VI du 
„Journal für die reine und angewandte Mathematik“ de Crelle, sous 
le titre: „Übergang von den Abelschen Integralen zu den Thetafunktionen“, 
d'après lesquelles sont faites les corrections et les changements dans cette 
édition de mon livre. L’impulse au dernier travail cité m'a été donné par 
le IV. Band des „Mathematische Werke von K. Weierstrass“ contenant 
ses „Vorlesungen über die Theorie der Abelschen Transcendenten“, qui 
vient de paraître enfin l’année 1902 et était très utile pour moi, lors- 
que j'ai repris la révision de mon travail. Le dernier chapitre j'ai 
écrit de nouveau d’après mes derniers mémoirs cités tout à l'heure. 


*) Que l'intérêt ne manquait pas au sujet de mon livre, on l’aperçoit de ce 
fait, que presque en même temps avec le mien étaient publiés les livres des Mrs. 
Appell et Goursat (Paris, 1895), H. Stahl (Leipzig, 1896), Baker (Cambridge, 1897). 
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La même année avec les „Vorlesungen“ de Weierstrass a paru le livre 
des Mrs. K. Hensel et G. Landsberg: „Theorie der algebraischen Funk- 
tionen einer Variabeln und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und 
Abelsche Integrale“. Leipzig, 1902, consacré à lexposition de la cinquième 
théorie des fonctions algébriques et des intégrales abéliennes, due à 
Mrs. R. Dedekind et H. Weber; mais je ne pouvais pas en profiter, leur 
exposition du même sujet différant beaucoup de la mienne. Par la 
même raison, aussi le livre de Mr. H. J. Baker: „An introduction to 
Abels theorem and allied Theory, included the theory of the theta“. 
Cambridge, 1897, ne pouvait apporter des changements dans mon expo- 
sition, qui reste nouvelle jusqu’à nos jours, différant tout à fait des 
autres expositions tant antérieures, que postérieures d’elle. 

Ma tache était de rendre la théorie des intégrales abéliennes 
exempte de toutes les difficultés étrangères au sujet même, qui ne sont 
dues qu'aux méthodes employées par divers savants pour son développe- 
ment et son exposition, et en présenter les éléments sous la forme na- 
turelle et simple, sans sacrifier pour cela de la généralité, — comme on 
l’a fait le plus souvent, — et en déduisant en même temps la théorie 
des thétafonctions de celle des intégrales elles-mêmes. J’ai des raisons 
pour penser que ma tache n’était pas sans succès, que mon livre peut 
être très utile pour ceux, qui voudraient se faire une idée nette de la 
belle théorie des intégrales abéliennes en marchant directement vers le 
but, sans dépenser beaucoup de temps et d'énergie pour les études pré- 
paratoires, qu’exigent les autres expositions, — et que mon exposition n’est 
pas sans intérêt scientifique même pour les savants distingués. 

C'est pourquoi je prend la liberté de mettre devant le monde 
savant l'édition française de mon ouvrage, pour qu’elle rende à la 
science et aux étudiants le service, dont elle est capable, dans tous les 
pays, où l’on s'intéresse aux intégrales abéliennes. 

Cette édition, entièrement nouvelle pour les étrangers, présentera 
pour mes compatriotes une deuxième édition de mon livre, paru il y a 
quinze ans en langue russe, — revue, corrigée, complétée de notes et en 
partie refaite de nouveau. 

Je n’ai cité que les ouvrages, dont je me suis servis en écrivant ce 
livre et puis en préparant son édition française. Les indications plus 
complètes de la littérature des intégrales abéliennes on trouvera dans le 
livre de Mr. Baker, aussi dans le livre bien connue de Géométrie ana- 
lytique de Clebsch-Lindemann, lequel est traduit en français. 
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Je ne puis pas terminer ce préface sans exprimer ma profonde re- 
connaissance à Mr. le Ministre de l’Instruction publique L. A. Kasso 
pour la subvention considérable, qu’il m'a assigné des ressources du 
Ministère, lorsque j'ai commencé l'impression de ce livre, et aussi aux 
Mrs. E. Billon et F. Erfurt, possesseurs de l'imprimerie de A. Böhnke, 
comme pour les conditions allégées de payement, autant pour leur em- 
pressement de remplir toutes les exigences d’un ouvrage mathématique 
sur un sujet si sérieux. 


Y. Tikhomandritzky. 


Gatschina, 
le 16 Septembre 1911. 
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GABINET MATEMATYCZNY 


. Tawarzjstwa Naukowego Warszawskiego 


Éléments de la théorie des intégrales abéliennes, 


Partie I-re (algébrique). 


Introduction. 


1. Soit donnée une équation algébrique irréductible: 


Fl, y) — 0 (1) 


entre les deux variables x et y, du degré m en x et du degré n en y. 
En différentiant cette équation on aura la rélation suivante entre leurs 


différentielles : 
| LPS. NE (2) 
F (2,4) F(z, 


en multipliant les deux membres de cette égalité par une fonction quel- 
conque rationnelle des variables .æ et y, soit T (x,y), et en intégrant, 
nous aurons sous la double forme 


; Ee MEE E AN (3) 
fe Fuy J Fi (x, 


l'intégrale abélienne la plus .générale. C’est à cette forme que peut 
être ramenée toute autre intégrale d’une fonction rationnelle de x et 
de y, liées par l'équation (1), comme 


SE (x,y)dæ: RARE y 


on n’a qu'à multiplier et diviser la fonction ®(x,y) par F(&,y); alors, 
en posant 


P(x,y) Fy (æ, y) = f(x, y), (5) 


on aura l'intégrale du côté gauche de légalité (3). 


M. TIKHOMANDRITZKY. 1 
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Si l’on prend x pour la variable indépendante, alors Ja fonction 
rationnelle la plus générale de x et de y pourra toujours étre réduite 
d’après Abel à la forme 


(6) fy) fer, 


n—1 ` x 
f(x, y) et 4 (x) étant des fonctions entières de leurs variables, la pre- 
mière du degré #—1 par rapport à y; de cette manière l'intégrale du 
côté gauche de l'égalité (3) prend définitivement la forme: 


(7) fr de 
y(x) F'y(x,y) 
C’est sous cette forme, adoptée par Abel, que nous allons étudier les 
intégrales abéliennes, cette forme étant plus naturelle et plus simple que 
la forme homogène d’Arongold, adoptée par l’école de Clebsch et Gordan. 
2. A chaque valeur de æ% il correspond d’après léquation (1) du 
§ précédent n valeurs de y, généralement différentes entre elles; aussi 
l'intégrale (7) maura un sens déterminé que si l’on donne avec la suite 
continue des valeurs de la variable x: 


(1) Dn DE Tete A, 
la suite des valeurs correspondantes de y: 


(2) Yo» Yi,» Ya eea Yn Y, 


c'est-à-dire telles, que pour chaque valeur de ? on a identiquement 


(3) Fi, Yi) — 0.*) 
C’est pourquoi on écrit souvent les intégrales abéliennes définies de 


cette manière: 


f(æ, y). dr 
(4) T NEN 


(£o Yo) 


L'ensemble des valeurs particulières Z; y; des variables x et y, satis- 
faisant identiquement à à la condition (3), on nomme d’après Briot et 


*) L’ensemble complet de toutes valeurs des deux variables x et y, satisfaisant 
identiquement à cette équation, Weierstrass a nommé „das algebraische Gebilde“, c.-à.-d. 
„limage algébrique“. 
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Bouquet un point analytique*), et la variation de l’ensemble (x, y) de 
(to, Yo) à (X, Y) par la série continue des ensembles (£i Yi), £: et y; 
désignant les membres correspondants des séries (1) et (2), le mouvement 
du point analytique suivant ce chemin. En parlant du point x, nous 
entendrons toujours par là le point du plan, dont l’abscisse est égale 
à la partie réelle de x et l’ordonnée au coéfficient de v —l1, en sup- 
posant cette variable complèxe. Ces parties de la variable complèxe x, 
variant toutes les deux dans une certaine dépendance lune de l'autre, 
le point représentant du plan, le point z, comme nous dirons, décrira 
une certaine courbe, qui sera fermée, lorsque le point x sera arrivé au 
point de départ. Une construction analogue pourra être faite pour la variable 
y dans un second plan; alors à chaque point x du premier plan cor- 
respondront en général v points différents dans le second (et à chaque 
point y du second plan m points, en général différents, du premier), qui 
décriront autant des courbes dans ce second plan, lorsque le point x 
décrira une courbe dans le premier. Si le point x décrira dans son plan 
une courbe fermée, les n points correspondants de y décriront chaqu’un 
dans le sien les courbes qui pourront n'être pas fermées, du moins quel- 
quesunes. On dit d’un point analytique (x,y) qu’il a décrit une courbe 
fermée, lorsque ce n’est pas seulement le point æ qui a décrit une telle 
courbe dans son plan, mais aussi le point représentant la valeur choisie 
des n valeurs correspondantes de y l’a fait dans le sien. En considérant 
les deux plans en même temps, on fait usage d’une méthode applicable 
aux fonctions de plusieurs variables indépendantes complèxes en nombre 
quelconque; mais pour l’étude des intégrales abéliennes sont beaucoup 
plus appropriées les surfaces de Riemann à feuillets multiples super- 
posés qu'on trouvera décrites dans le premier chapitre de ce livre. 
Weierstrass s’en passait dans ces leçons; mais si l’on pénétre plus pro- 
fondement dans ses éxpressions, on peut rémarquer leur emploi implicit, — 
tellement sont elles naturelles dans cette théorie. Mais alors leur em- 
ploi explicit est préférable, car l’auteur en gagne la facilité d'exposition, 
le lecteur celle de la présentation et de l'intelligence de l'exposé. Le 
secours que nous nous permettons de ces surfaces ne sera pas en contra- 
diction avec le caractère purement analytique, que nous désirons don- 
ner à notre exposition de la théorie, car nous ne les emploierons que 


*) Weierstrass l'appelle „eine Stelle des algebraischen Gebildes“, c.-à.-d. „un lieu 
de l’image algébrique“. 
1* 
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comme un moyen clair et précis pour indiquer le chemin d'intégration, 
c'est-à-dire, la suite des valeurs correspondantes de x et de y, par 
lesquelles passe le point analytique d’une limite de l'intégrale à l’autre. 

3. Les propriétés de l'intégrale abélienne [(7) $ 1] dépendent en 
premier lieu du caractère de la fonction algébrique implicite y de x, 
définie par l'équation (1) § 1, en second lieu de celui de la fonction 


n-i 
fæ, y). 
Yæ) ? 
mencer l'étude des intégrales abéliennes par l’étude de la fonction algé- 
brique y de x, définie par l’équation irréductible (1) $ 1, —ce qui fera 
l'objet du premier chapitre, où nous ferons connaître aussi les sur- 
faces de Riemann, comme nous l’avons déjà dit, — et puis passer à l’étude 
des fonctions rationnelles de æ et y, — ce qui fera l’objet du second 
chapitre; c’est là aussi, que nous allons déduire l'identité fondamentale, 
dont nous avons fait mention dans la préface; les chapitres suivants 
seront consacrés à l’études des intégrales et la dernière à celle de la 
fonction- ®©. 


rationnelle des deux variables æ et y: donc nous devons com- 
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Chapitre I. 


Les propriétés d’une fonction implicite, définie par une équation 
algébrique irréductible. 


4. De l'équation irréductible 


F(x;y) =", (1) 
où l’on a 


FN) = fo" EAN EL Ey + fala), (2) 


fx), F,(&),... fa—1 (2), f(x) étant des polynomes du degré m en x, 
on tire pour chaque valeur de cette variable n valeurs de la variable y, 
qui sont en général finies et différentes entre elles, comme l’on sait; 
il my a d'exception que pour les valeurs de x satisfaisant à l’équation 


fo(æ) Le 0, (3) 
lorsque quelquesunes des valeurs de y deviènnent infinies, et aussi pour 
celles qui avec les valeurs correspondantes de y satisfont outre l'équation (1) 
encore à léquation x 

F (y) = 0, (4) 


lorsque plusieurs des valeurs de y deviènnent égales entre elles. En élimi- 
nant y de l'équation (4) à l’aide de l'équation (1), on aura l'équation. 


tr} #0; (5) 
où l’on a fé 
A@&)=[f@)" TIE), (6) 
S 
Yis Y2 -- -Yn Étant les n valeurs de y pour la valeur considérée de x. 


La fonction A(x) s'appelle le discriminant de l'équation (1) par rapport 
à y; lPéquation (5) donne les valeurs de x, pour lesquelles plusieurs des 
valeurs de y, défini par léquation (1), deviènnent égales entre elles. 
Le résultant des équations (1) et (4) ne diffère que par un facteur 
numérique de celui des équations (4) et celle-ci: 


nE(x,y) — y F (z,y)= 0, (7) 
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qui sont toutes les deux du degré n— 1 en y; donc le discriminant A(x) 
sera du degré 2(n— 1) par rapport aux coéfficients de l'équation (1), 
et comme ceux-ci sont du degré ın par rapport à æ, nous er concluons 
qu'il sera du degré 

(8) 2m(n — 1) 


par rapport à x. Le degré du discriminant deviendra inférieur à ce 
nombre, lorsque quelquesunes de ses racines s’éloigneront à l'infini. Donc 
pour le nombre des valeurs de v finies ou infinies, donné par la for- 
mule (8), l'équation (1) pourra donner des valeurs égales pour y; mais 
il est possible que ces valeurs de æ ne seront pas toutes distinctes, 
autrement à dire, l'équation (5) pourra avoir des racines égales. Les 
valeurs distinctes et finies de x seront déterminées par l'équation d’un 
certain degré y < 2m{(n— 1) par rapport à x: 


(9) À, (x) — 0, 


en désignant par A, (x) le quotient de la division du polynome A(x) par son le 
plus grand diviseur commun avec sa dérivée A'(x), c'est-à-dire, en posant 


(20% A,(æ)—A(x): D[A(x), '(x)]. 


5. L'ensemble de toutes les paires des valeurs correspondantes de 
æ et de y, réelles ou imaginaires, satisfaisant à l'équation (1) $ 4, 
K. Weierstrass appellait l’image algébrique (das algebraische Gebilde); 
‘chaque paire des valeurs correspondantes de x et de y il appellait un lieu 
de l’image algébrique (eine Stelle des algebraischen Gebildes); si x ne 
satisfait à aucune des équations (3) ou (9) $ 4, alors il l’appellait un 
lieu ordinaire; autrement ce sera un lieu singulier. Les lieux, où au 
moins une des variables x et y reçoit une valeur infinie, Weierstrass 
appellait les lieux infiniment-éloignés (unëndlichferne Stelle des algebraischen 
Gebildes). Briot et Bouquet appellaient les valeurs de æ qui satisfont à 
l’une des équations (3) ou (9) $ 4, les points singuliers algébriques; 
en particulier ceux, où y prend une valeur infinie, mais tellement que 


; 1 h ) $ : à 
son inverse - devient nul, ils appellaient les pôles, ceux où quelques- 


unes des valeurs de y deviènnent égales, les points critiques algébriques. 
Riemann appellait ces derniers les points de ramification (Verzweigungs- 
punkt) *). Les raisons de toutes ces dénominations seront éxpliquées plus 
bas. Un point singulier peut être à la fois un pôle et un point critique 
algébrique, si notamment en ce point plusieures des valeurs de y devièn- 
nent infinies. | 


*) Traduction de Mr. G. Simart dans sa Thèse (Commentaire sur deux mémoires 
de Riemann); Mr. C. Jordan les appelle les points de branchement „Cours d'Ana- 
lyse“, T. IL 
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6. Pour les valeurs de x, qui satisfont à la fois aux équations: 


f&)=0 et fa(2)=0, (1) 


quelquesunes des valeurs de y seront égales à zéro, d’autres seront 
infinies. On peut éviter cette circonstance par l'introduction d’une nou- 
velle fonction au lieu de y, en posant 


y=8 Fe; (2) 


et en déterminant la constante c de manière, que le dernier coefficient 
de léquation transformée, qui sera 


m n 


F(x, c), (3) 


et le premier, qui restera le même f(x), n’auraient pas des racines 
communes, c’est ce qui est toujours possible: on n’a que de chercher 
le plus grand diviseur commun de | 

m n m 

F(x, c) et fath 
le dernier reste ne dependra que de c: 
(e); 
il suffit de donner à € une valeur différente des racines de l’équation 
ọ (€) — 0, 
pour que œ(c) soit différent de zéro, et alors les équations 
f(x) — 0 et F(x, c) —0 

n'auront pas des racines communes. Si le premier coefficient f (x) n’est 
qu’une constante, par exemple l'unité, alors y ne deviendra infini pour 


aucune valeur finie de x; par analogie avec les fonctions rationnelles entières 
on nomme toute fonction algébrique y, définie par l'équation de la forme 


HONTE +... thon @y+@) 0 A) 


où /,(x), f(x), -.. falx) sont des fonctions rationnelles entières, — une 
fonction algébrique entière (ganze algebraische Funktion, Kronecker). 
Si l’on pose dans équation (1) $ 4 


ÿ= (5) 


on aura, après avoir chassé les dénominateurs, l'équation suivante pour 
déterminer Z: 


LG) TER fee + fn O RG e+ 
+ fa @) (ENT 0, 


(6) 


` www.rcin.org.pl 


8 Chapitre I. $ 6, 7. 


d’où l’on voit que 2 sera une fonction algébrique entière de x. Ainsi 
par la substitution (5) l'étude de la fonction y est raménée à l'étude 
de la fonction algébrique entière z. C’est ce qwa fait Kronecker dans 
son mémoire sur le discriminant*), et est arrivé ainsi à trouver ses 
propriétés importantes par la voie purement algébrique. Mais pour notre 
but cette transformation de l'équation donnée est nûllement indispen- 
sable, et nous n’en tirerons qu’une seule conséquence importante, c’est 
que la fonction y ne devient infinie que d’un ordre fini. En effet, si z 


est une racine multiple de l'équation f,(«) —0 d'ordre k, on aura par 
l'équation (5): 


D: lim Li Aa i ehan 


(z— a)k 


ec l 
folz) ue ke LA) 


« La . 4a a k ° 2 
où Z, Sera finie, car la fonction z est entière, et où LE est diffé- 


rente de zéro. 

7. Soit maintenant z” un point ordinaire, (c’est-à-dire différente des 
racines des équations [3] et [9] § 4); alors à z=z® correspondront » 
valeurs finies et différentes de y, que nous désignerons ainsi: 


(0) (0) (0) (0). 
(1) E AE EE 0 


toutes les différences 
(2) Y— Y; 


seront donc finies et différentes de zéro au point z”. Si x se déplace 
infiniment peu, en recevant l'accroissement infiniment petit dz, chacune 
des valeurs (1) de y recevra un accroissement infiniment petit, dont la 
valeur principale sera pour y;: 


(3) dyp =(— F, C9, yP) : F, 0a) ) de®; 


donc toutes les valeurs de y seront des fonctions continues de æ au 
voisinage de a, et comme c’est un point quelconque choisi à volonté 
parmi les points ordinaires, on en conclut, que toutes les valeurs de y 
restéront finies et continues, et parconséquent aussi leurs différences (2), 
qui seront en outre différentes de zéro, — tant que æ n’arrivera pas à 
l'un des points singuliers: là plusieurs de ces différences peuvent devenir 
égales à zéro ou à l'infini, et æ continuant à se mouvoir plus loin, 
il y aura lieu à l’incertitude par rapport à ce, lesquelles des deux 
séries des valeurs de y, ayant un terme commun en ce point, doit on 
regarder comme un prolongement naturelle de l’une des séries antérieu- 


*) Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 91, S. 301. 
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res des valeurs de y, car plusieurs s’y rattachent par la loi de conti- 
nuité. Voilà pourquoi ces points sont-ils nommés les pôints critiques; 
voilà aussi pourquoi Riemann les a nommé les points de ramification: 
en ces points plusieurs séries des valeurs de y deviènnent des prolonge- 
ments de plusieurs antérieures par la loi de continuité. 

8. Si le point +, après avoir décrit une courbe fermée, ne conte- 
nant à son intérieur aucun des points singuliers, revient au point de 
départ 2°, chacune des valeurs de y y reprendra sa valeur initiale par 
la loi de continuité, car aucune des différences y, — y, ne deviendra pas 


nulle en aucun des points du chemin décrit par x. Si au contraire la 
courbe fermée, décrite par x, contiendra à son intérieur un point de 
ramification, il pourra arriver, qu'après le retour de x en 2% on recevra 
y au lieu de y,®, si à ce point critique les deux valeurs y, et y, de y 
deviènnent égales entre elles: y,— y; car un telchemin par la déformation 


continue peut-être amené à passer par le point critique mentionné, et 
alors le passage par la loi de continuité de l’une à l’autre des deux 
valeurs de y qui y deviènnent égales, est possible. De cette manière 
après le retour du point æ au point de départ 2% par un chemin entou- 
rant un point de ramification, on pourra recevoir au point x® au lieu de la 
série primitive des valeurs de y, (1) $ 7, cette autre: 

yo 
1 


(0) (0) (0) | 

PCI Ypo POSE EE PE (1) 

composée cependant des mêmes éléments, que la première, — car à ce 

. 0 . . . . r . ‘ 

point æ° il n’en existe pas d’autres, — mais disposés dans un ordre diffé- 

rent. L'effet du retour de x au point de départ par un tel chemin sera 
donc exprimé par la substitution: 


(0) ,,0) (0) (0) 

Yis Jaia AOE N (2) 

(0) 0 0 (0) f 

BoT ET a 
Ici, lorsque y, reprend sa valeur initiale, on aura i, —h;. mais 

il est impossible qu'il serait ainsi en tous les points critiques pour 

chaque indice; car alors chaque Y,, reprenant toujours sa valeur ini- 

tiale quelque soit le chemin fermé qu’on ait suivi, serait une fonction uni- 

forme, finie et continue à l'exclusion de certains pôles; ce serait donc 


une fonction rationnelle de x: 


| Y= Ph (x); (3) 
mais alors on aurait 
m n m =n 
F(x, 9) = fie) II TA (2), (A) 
h—1 


WwW.rcin.org.pl 


10 Chapitre I. 8, :9. 
où tous les facteurs seraient rationnels; parconséquent l’équation 
£ m n 
F(x, y) —0 


contrairement à l’hypotèse ne serait pas irréductible. Donc, du moins 
aux quelquesuns des points critiques appartiendront des substitutions de 
la forme (2), où les égalités 


= h 


n'auront pas lieu pour toutes les valeurs de %. L'ensemble de toutes ces 
substitutions forme évidement un grouppe qui est d’ailleurs transitif, 
c’est-à-dire, qui permet de passer de l’une quelconque des valeurs de 
y au point s” à chacune des autres. En effet, si le système des racines: 


(5) y”, ya ie cd 
où l’on a p<n, était de la sorte, que chaque chemin fermé ne faisait 
que de permuter ces valeurs entre elles sans les faire s’échanger avec 
aucune des valeurs réstantes de y, alors toute fonction symmétrique des 
valeurs (5) serait une fonction uniforme, et comme elle est aussi finie 
et continue à l’exception de certains pôles, elle serait une fonction ra- 
tionnelle de x; on pourrait donc former alors une équation du degré p 
aux coefficients rationnels, qui aurait les valeurs (5) de y pour ses 
racines; mais les racines d’une équation irréductible du degré v ne peu- 
vent satisfaire à aucune équation d’un degré moindre; donc la suppo- 
sition que nous avons faite par rapport au système (5) des racines, porte 
une contradiction et doit parconséquent être rejetée. | 
9. Toute substitution de la forme (2) $ 8 peut-être décomposée en 
une suite des substitutions circulaires: il faut pour cela écrire après 
chaque élément celui, qui doit le remplacer dans la substitution consi- 
derée, en commençant à volonté par un quelconque et en continuant 
cette opération jusqu'à arriver à celui, par lequel on a commencé; 
alors on prend un des éléments qui n’entrent pas dans le cycle écrit, 
et on répéte la même opération avec lui, et ainsi de suite, jusqu'on à 
épuisé toutes les lettres de la substitution, Un élément qui doit être 
remplacé par lui-même, fait à lui-seul un cycle. Chaque cycle s'écrit 
entre les paranthèses à part. Par exemple la substitution 
G) RS AN BEN 
Ya Ys Va Yı Ys Yo Yo Ys Y5 V0 
est composée de quatre cycles: du premier, du second, du troisième, 
du quatrième ordre, — l’ordre d’une substitution circulaire étant égal 


au nombre des lettres, formant le cycle. Un cycle du second ordre, 
c'est-à-dire à deux lettres, se nomme une transposition. Tout autre cycle 


) = (Y, Yo Y3 Ya) (Y; Ys) Ys Yy Y) (10) 
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est équivalent à une suite des transpositions en nombre d’une unité 
moindre de son ordre (composées d’une première lettre du cycle et de 
chacune des autres). L’ayant en vue on peut dire, qu'il appartient à 
chaque point critique algébrique son propre répartition des rucines qui 
y deviènnent égales, cn plusieurs groupes, dont les éléments s’échangent 
entre eux dans l’ordre circulaire, lorsque x décrit un cercle infiniment- 
petit autour de ce point. 

10. Si l’on connait les points de iniiao et les groupes circu- 
laires qui appartiènnent à chacun d’eux, on peut toujours indiquer la 
valeur, avec laquelle y reviendra au point de départ pa cette valeur au 
moment de départ étant y, aussitot qu'on donne la forme du chemin. 
En effet, chaque chemin qui conduit du point a au point X, peut-être 
réduit par une déformation continue, accomplie de manière à ne pas 
passer par aucune des points critiques, à une suite déterminée des che- 
mins de la forme bien déterminée, notamment: du point z® suivant une 
droite au point infiniment-voisin du point critique, autour de ce point 
critique sur un cercle, décrit de lui comme du centre avec un rayon 
infiniment-petit, puis par la même droite au point de départ x! ° enfin 
directement de <” à X suivant une ligne droite ou courbe, mais qui 
n'entoure pas déjà aucun des points singuliers. Si le chemin donné est 
fermé, on a X —%,, et la dernière partie du chemin réduit n'existe plus 
alors. Les chemins de la forme particulière, décrits tout à l’heure, ont 
été considerés déjà par Cauchy, surtout par Clebsch et Gordan, qui 
les nommaient Schleife, et par Briot et Bouquet qui leurs ont donné le 
nom des lacets. Chaque lacet ou n’a aucune influence sur la valeur 
de y, — c'est dans le cas, où la valeur considerée forme à elle seule un 
cycle, — ou la change en une autre, qui la suit dans le cycle de la 
substitution, appartenant au point singulier consideré. 

11. Riemann a imaginé une surface spéciale, composée de plusieurs 
feuillets, propre à représenter uniformément le système entier des 
valeurs de la fonction algébrique implicite y, définie par l’équation (1) 
§ 4. Prenons # plans coincidants à la manière de n feuillets de papier, 
posés l’un sur l’autre; prenons pour les axes des parties réelles des 
valeurs de x les droites superposées dans ces plans; pour les axes des 
parties imaginaires prenons aussi les droites superposées, perpendicu- 
laires aux premières; marquons dans chaque plan les points représentants 
de 2”, et y fixons dans chaque feuillet une valeur déterminée de la 
suite (1) § 7, par esemple dans le premier feuillet *) la valeur y®, dans 
le second la ee y ,--. enfin dans le #-ième la valeur yo; puis 
marquons tous les points de ramification et y joignons en idée entre 


*) En comptant du haut en bas. 
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eux les feuillets, correspondants aux valeurs de y qui, devenant égales 
entre elles au point singulier consideré, forment un même cycle, en se 
permutant dans l'ordre circulaire autour de ce point; ensuite faisons 
des coupures suivant des lignes superposées, allant de chaque point de 
ramification à l'infini, dans chaque feuillet, de manière à ne pas croiser 
ni soi-même, ni l'une l’autre; enfin joignons le côté droit de chaque 
coupure avec le côté gauche de la même coupure dans l’autre feuillet, 
qui porte la même valeur de y. Ainsi dans l'exemple (1) $ 9 on 
joignera le côté droit du premier feuillet avec le côté gauche du second, 
le côté droit de celui-ci avec le côté gauche du troisième; le côté 
droit du troisième avec le côté gauche du quatrième, enfin le côté 
droit du quatrième avec le côté gauche du premier; puis le côté 
droit du cinquième avec le côté gauche d’huitième et vice-versa; ensuite 
le côté droit du sixième avec le côté gauche du neuvième, le côté droit 
de celui-ci avec le côté gauche du septième et le côté droit du septième 
avec le côté gauche de sixième; enfin le côté droit du dixième avec son 
côté gauche. C’est, parceque si nous passons du côté gauche d’une cou- 
pure à son côté droit en montant le côté gauche de la coupure jusqu’au 
point de ramification, en décrivant ensuite un cercle infiniment-petit 
autour de ce point dans le sens positif *), etenfin en déscendant suivant 
le côté droit au point vis-à-vis du point de départ, nous y arrivrons 
avec Y, si nous étions parti avec 7,; avec Y, si nous étions parti avec 
Y,; avec y, Si nous étions parti avec y,; avec y,, si nous étions parti 
avec 7,; parconséquent à droite dans le premier feuillet y aura la même 
valeur qu'à gauche dans le second, à droite dans le second la même qu'à 
gauche dans le troisième, et ainsi de suite. — Par la ligne de coupure 
il n’y a pas de passage dans le même feuillet d'un côté à l’autre de cette 
ligne: car en passant cette ligne nous déscendons ou nous nous levons 
dans un autre feuillet. C’est pour cela qu’on a nommé ces lignes les 
lignes de passage, tandis que les points de ramification, qui en sont les 
origines, Riemann appelait aussi Windungspunkte, que nous voulons 
traduire par les points hélicoïdaux, car autour de ces points la surface 
de Riemann ressemble une surface hélicoïdale, avec le pas de vis infi- 
niment-petit. 

Sur la surface construite de la manière décrite en chacun de ses 
points la fonction y aura une valeur unique, complètement déterminée: 
si l'on mène sur cette surface une ligne du point x” au point X, en 
suivant cette ligne nous arriverons au dernier point avec une valeur de y 
tout à fait déterminée, notamment avec celle, qui est attachée à ce point 
dans le feuillet, où le point X est donné. On peut, en effet, ramener ce 


*) Qui est contraire au mouvement de l'aiguille d'une montre. 
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chemin par une déformation continue à une suite des lacets, qui en par- 
tant du point z® dans le feuillet, où il est donné, marche vers un point 
de ramification, situé dans ce feuillet, en l’entourant passe dans un autre 
feuillet, où il retourne au point x®, situé dans ce second feuillet par 
un chemin superposé au celui dans le premier, pour marcher vers un 
autre point de ramification en l’entourant passer dans le troisième feuillet, 
y retourner par un chemin superposé au second chemin dans le point a 
de ce troisième feuillet, et ainsi de suite, enfin pour passer de £” au 
point X par le chemin situé dans le feuillet, où est donné ce dernier 
` point. En le rapprochant de ce qui a été dit au § 10, on comprend de 
suite, qu’en effet notre fonction y sera une fonction uniforme de la 
variable x sur la surface de Riemann, que nous avons construit, nommée 
ainsi d’après son celèbre inventeur. 

12. Imaginons maintenant une sphère de diamètre égal à l'unité, 
composée de n feuillet, qui soient tangentes au point O (où lon a x —0) 
aux feuillets de la surface de Riemann (que nous supposerons horison- 
tale pour fixer les idées): le feuillet intérieur de la sphère au feuillet 
inférieur de la surface de Riemann, le second feuillet de la sphère au 
second de la surface de Riemann, et ainsi de suite; enfin le feuillet 
extérieur de la sphère au feuillet supérieur de la surface de Riemann. 
Après avoir construit son diamètre 00", passant par le point O de contact, 
transportons tous les points de la surface de Riemann dans le feuillets 
correspondents de la sphère suivant les droites, qui les joignent respecti- 
vement au point O' de la sphère, diametralement opposé au point O de 
contact. Les points de ramification passeront ainsi dans les points déter- 
minés de la sphère, d’où partiront les lignes sphèriques, dans lesquelles 
seront transformé les lignes de passage de la surface de Riemann; 
suivant ces lignes nous fairons des coupures, dont les côtés droit nous 
joignerons ci-après avec les côtés gauches des autres feuillets de la même 
manière, que nous l'avons fait dans le plan: nous aurons alors une 
surface sphèrique de Riemann, ou simplement la sphère de Riemann, 
construite pour la première fois par Mr. C. Neumann, avec les points 
hélicoïdaux et les lignes de passage. Ces dernières sur la surface sphè- 
rique se rencontrent au point O' de la sphère, qui néanmoins pourra 
être un point ordinaire — c’est lorsque chaque point, pris dans un 
feuillet quelconque y revient après avoir décrit un cercle autour du 
point O'; il sera au contraire un point hélicoïdal, si les points pris dans 
quelquesuns des feuillets n’y reviènnent pas après avoir décrit un cercle 
autour de lui.—Si lon imagine un plan tangent à la sphère au point ©, 
composé de n feuillets, dont le feuillet supérieur est tangent au 
feuillet intérieur de la sphère, le second au second de la sphère etc., 
puis qu’on transporte les points de la sphère suivant les droites qui les 
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joignent au point O de la sphère dans les feuillets correspondants du 
plan, on aura, après y avoir fait des coupures suivant les lignes de 
passage et joigné leurs côtés droits avec les côtés gauches de la même 
manière que plus haut, une surface de Riemann antipode, comme l'a 
nommée Mr. C. Neumann, très propre à l'étude de la fonction y pour 
les valeurs très grandes de xv. — Au passage de la surface horisontale 
de Riemann à la surface antipode il correspond la transformation de 


lPéquation donnée par la substitution x — s: — Sur la surface antipode 


les lignes de passage forment une étoile, dont les rayons partent du 
point O' vers chacun des points de ramification. 

13. S'il arrivait, que le point © était un point hélicoïdal, la con- 
struction de la surface de Riemann pourrait être modifiée ainsi. Prenons 
un point ordinaire quelconque, soit a, et joignons le avec chacun des 
points de ramification, qui se trouvent à distance finie de l’origine (x=0); 
traçons aussi une ligne allant à l'infini; après cela faisons des coupures 
suivant toutes ces lignes et rejoignons leurs bords comme nous l’avons 
fait plus haut: nous aurons alors une surface de Riemann plane, que 
nous transformerons ensuite en la sphère de Riemann à la manière 
du § précédent. Nous aurons ainsi une surface sphérique qui différera 
de celle du § précédent en ce, que le point de rencontre des lignes de 
passage sera maintenant un point ordinaire, comme cela n'était aupara- 
vant que dans le cas, où le point O' était un point ordinaire. Mais on 
a nul besoin dans cette modification en construction de la sphère de 
Riemann, car le circuit du point O' est équivalent au circuit de tous les 
points de ramification situés à distance finie du point O, (x=0), et nous 
n’en fairons pas @’'usage. 

14. Les surfaces de Riemann sont à connexion multiple. On appelle 
une surface fermée simplement connexe, si toute courbe fermée tracée 
sur la surface la divise en deux parties telles, qwil est impossible de 
passer de l’une à l’autre autrement, qu’en croisant cette ligne; la sphère 
ordinaire en présente un exemple. Mais il y a d’autres surfaces, où l’on 
peut tracer de telles courbes fermées, qui ne forment pas une séparation 
complète des parties adjacentes de la surface, de la sorte qu’on peut 
passer de l’une à l’autre sans franchir ces lignes; telle est, par exemple, 
la surface d’un anneau: si l’on y trace une courbe méridienne, on 
pourra passer d’un côté de cette ligne à l’autre par une parallèle; si l’on 
y trace une parallèle, on pourra passer d’un côté de cette ligne à l’autre 
par une méridienne; parconséquent ces courbes fermées, la méridienne 
dans le premier cas, la parallèle dans le second, ne forment pas une 
séparation complète des parties de notre surface leurs adjacentes. La 
surface d’un anneau est donc à connexion multiple. 
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On appelle le genre d’une surface fermée le nombre le plus grand 
des courbes fermées, ne se rencontrant pas, qu’on peut tracer à la fois 
sur la surface sans faire par là une séparation complète des parties de 
la surface adjacentes à ces lignes. Si l’on ne peut tracer aucune courbe 
de cette sorte, la surface sera dite de genre zéro; telle est la sphère 
ordinaire (à un feuillet). Si l’on ne peut tracer qu'une seule courbe 
n’empéchant pas la communication entre les parties adjacentes de la 
surface, elle sera dite du premier genre; si l'on peut tracer deux courbes 
de la même sorte, pas plus, la surface sera dite du second genre; géné- 
ralement, si l'on peut tracer de telles courbes en nombre p à la fois et 
pas plus, la surface sera dite du genre p. La surface d’un anneau sera 
du premier genre, car on ne peut pas tracer à la fois plus d’une méri- 
dienne sans empêcher la communication des parties adjacentes, ou plus 
d'une parallèle: deux méridiennes, ou deux parallèles, empêcheront déjà 
la communication des parties séparées par elles. Une méridienne et une 
parallèle, tracées à la fois sur la surface, pérmettront de passer d’un 
point quelconque de la surface à tout autre; mais ce n’est que celle de 
ces lignes, que l’on a tracé la première, qui peut-être regardée comme 
fermée; l'autre, aboutissant aux deux bords différents de la première, 
est une transversale. Si l’on fait des coupures suivant ces lignes, la 
première sera une coupure fermée (Rückerschnitt), l’autre une coupure 
transversale (Querschnitt). La surface d’un poids de commerce à une 
anse présente un autre exemple d’une surface du premier genre; la sur- 
face d’un tel poids à deux anses présentera l’exemple d’une surface du 
deuxième genre; en général la surface d’un tel poids à p anses pourrait 
être un exemple d’une surface de genre p, car on peut tracer autour 
de chacune des anses une courbe fermée, qui prises ensemble n’empêche- 
ront pas de passer d’un côté à l’autre de ces lignes sans les croiser et 
seront en nombre p *). Chaque coupure fermée abaisse d’une unité le 
genre de la surface, en augmentant de deux unités le nombre de ses 
bords, si elle ne fait pas la séparation complète des parties adjacentes 
de la surface: une coupure transversale, allant d’un bord d’une coupure 
fermée à l’autre, n’influe pas sur le genre, mais unit en un seul les 
deux bords de la première coupure. 

15. Nous allons maintenant démontrer la proposition, mise à la tête 
du $ précédent, qu'une surface de Riemann est à connexion multiple. 
Il suffit pour cela de montrer, qu’on peut toujours tracer sur cette sur- 
face des lignes fermées, qui ne constitueront pas une séparation complète 
des parties adjacentes de la surface. Laissons le point z, en partant 


*) Une plaque d'une épaisseur quelconque, percée de p trous circulaires, présente 
aussi un bon exemple d'une surface du genre p. . 
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d’un point fixe quelconque x®, pris dans le feuillet supérieur, de se 


mouvoir vers un point hélicoïdal a d'ordre k, situé dans ce feuillet, de 
déscendre, après avoir fait les £—1 tours autour de lui dans le k-ième 
feuillet, compté de haut en bas; de marcher dans ce feuillet vers 
un autre point hélicoïdal b d’ordre l, après les /{—1 tours faits 
autour de lui déscendre dans le feuillet Æ + l-ième, compté du haut en 
bas, et ainsi de suite; enfin après étre arrivé à un feuillet, d’où il y a 
un passage dans le premier feuillet, de passer par cette ligne dans ce 
premier feuillet pour y retourner au point de départ z®. On aura ainsi 
une ligne fermée, qui ne formera pas la séparation complète des parties 
adjacentes de la surface, car nous avons laissé en plusieurs endroits les 
issues dans le premier feuillet aussi que dans les autres, (on peut par 
exemple auprès du point a s'élever du k-ième feuillet dans le premier) 
pour atteindre l’autre côté de la courbe fermée que nous avons tracée, 
par d’autre lignes de passage. (Voir le dessin à la fin du livre.) La 
surface de Riemann est donc en effet une surface à connexion multiple. 
Dans chaque cas particulier, lorsqu'une telle surface sera donnée, on 
pourra tracer toutes les courbes, ne constituant pas la séparation complète 
des parties adjacentes de la surface, et en comptant leur nombre, déter- 
miner ainsi le genre de la surface. C'est ce qui est facile à faire dans 
le cas des surfaces hyperelliptiques de Riemann, à deux feuillets, qui se 
rapportent à l'irrationalité, définie par l'équation 
y’ reri R(x) = 0, 


R(x) désignant un bie SERAP du degré 2p + 1 en æ *) et en quelques 
autres cas **). Dans le cas général on réussit de recevoir une formule, 
qui relie le genre de la surface avec le nombre de feuillets et le nombre 
et les ordres des points de ramification, à l’aide des considérations 
nouvelles, que nous empruntons à M. C. Neumann (l. c.) ci-dessous. 


+) Voir: Tikhomandritzky, M. L’inversion des intégrales hyperelliptiques. Khar- 
koff, 1885 (en russe). Dans ce cas particulier on préfére pourtant une autre construction 
de la surface de Riemann. En désignant par ao, &, @5,... Aap les racines du poly- 
nôme - R(x), on mène des droites de &;_, à a (i=1, 2... p) et de ay à linfini pour 
faire suivant chacune d’elles une coupure et rejoindre ci-après les deux feuillets en croix, 
pour un observateur regardant le long de ces lignes; on aura ainsi p + 1 lignes de 
passage ; on entoure chacune des p premières de ces coupures dans le feuillet supé- 
rieur d’une ligne fermée elliptique — À, autour de la coupure &:;_;,4,;, ne rencon- 
trant pas l’une l’autre; on aura ainsi eu tout p lignes fermées, qui n’empêcheront pas 
de passer de l’une à l’autre côté de ces lignes sans les franchir: pour passer du côté 
interieur de la ligne A, à son côté extérieur on mà qu’à de déscendre par la ligne de 
passage ay j14x dans le feuillet inférieur pour s’élever de là par la ligne de 
passage a, dans le feuillet supérieur et d'y marcher vers le point vis-à-vis du 
point de départ, situé à l’autre bord de la coupure Ar. 
**) C. Neumann. Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1884. 
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16. M. C. Neumann à donné le nom d’une surface élémentaire à 
la surface simplement connexe à un. contour fermé: telles sont les surfaces 
d’un cercle, d’un ellipse, d’un rectangle, d’une trapèze, etc. Riemann 
définit le dégré de connexion d’une surface par le nombre des coupures 
transversales qu’il en faut pour la transformer en une surface élémen- 
taire, de telle manière: si l’on n’a besoin d'aucune coupure pour trans- 
former la surface donnée en une surface élémentaire, c’est-à-dire lorsqu’elle 
est déjà sans cela élémentaire, son degré de connexion sera l’un: on dit 
d’une telle surface qu’elle est simplement connexe; si l’on n’a besoin 
que d’une seule coupure transversale pour la dite transformation, le 
degré de connexion d’une telle surface sera exprimé par le nombre 2: 
l'exemple d’une telle surface présente une surface plane, limitée par 
deux circonférences concentriques; si l’on aura besoin de deux coupures 
transversales — le degré de connexion sera exprimé par le nombre 3: 
en général le degré de connexion d'ane surface sera exprimé par le 
ombre g+1, lorsqu'on aura besoin de q coupures transversales pour la 
transformer en une surface élémentaire. Le degré de connexion d’une 
surface donnée surpasse donc d’après Riemann d’une unité le nombre 
des coupures transversales capables de la transformer en une surface 
élémentaire. Ces surfaces seront nommées simplement, doublement, 
triplement, en général q—+1-ment-connexes, suivant le nombre q des 
coupures, nécessaires pour leur transformation en des surfaces élémentaires. 

Pour la surface fermée, comme l’est la sphère de Riemaun, le degré 
de connexion sera exprimée par le nombre 


2p + 1, (1) 


surpassant d’une unité le double de son genre. Soient en effet 


FU A AQU (2) 


toutes les courbes fermées, qu’on peut tracer à la fois sur la surface 
donnée sans faire par là une séparation complète des parties adjacentes 
de la surface; d’après la définition même de ces lignes il est possible 
de passer d’un côté au point vis-à-vis de l’autre côté de chacune de ces 
lignes suivant d’autres lignes qui ne coupent pas ni elles-mêmes, ni les 
lignes (2); nous les désignerons, ces autres lignes, par 


PAE E CURE (3) 


ainsi, que ce sera la ligne B; , suivant laquelle on passe d’un côté de 


la ligne À; au point vis-à-vis de l’autre côté de la même ligne. Si nous Pa 
fairons des coupures suivant les lignes (2), notre surface fermée sera «* aṣ 
transformée en une autre à 2p contours; après avoir fait des cou- Q à Us 
pures suivant les lignes (3), nous aurons réunis en un seul contour “aa 49 ` 
A 
M. TIKHOMANDRITZKY. 2 € S 
DE 


Pa 
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les deux bords de chaque coupure fermée, ce qui nous donnera une 
surface au nombre des contours à moitié moindre, c’est-à-dire à p 
contours. Si l’on trace maintenant une ligne C; d’un point de la ligne 
B; vers un point de la ligne A;+1 de manière qu’elle ne coupe pas ni 


soi-même, ni aucune des autres lignes Cj, ni les lignes 4, Bi, — on 
aura en tout p — 1 de pareilles lignes: 

y 
(4) C; Ce, G vas S /p—1 


— et si l’on fait des coupures suivant elles, tous les » contours, reçus 
auparavant, seront réunis en un seul. Ainsi au moyen des p coupures 
transversales (3) et p —1 coupures transversales (4) [après avoir fait 
p coupures fermées suivant les lignes (2)], en tout au moyen de 2p — 1 
coupures transversales on aura transformé la surface de Riemann en une 
surface à contour unique et de genre zéro, car une coupure suivant 
chacune des lignes À; l’abaisse d’une unité, tandisque les coupures 
suivant les lignes B; et C: sont sans aucune influence sur le genre.’ 
Noùs avons reçu donc au moyens des coupures décrites une surface du 
genre zéro à un seul contour fermé, ça veut dire, une surface élémen- 
taire. Mais les coupures tracées peuvent être envisagées autrement encore: 
la première, faite suivant À., est une coupure fermée, la seconde —suivant 
B, est une coupure transversale; l’ensemble des coupures C, +4, on 
peut regarder comme une seule coupure transversale, parcequ’elle 
commence en un point de la coupure B, et finit dans son propre 
point antérieur“); B, et C, + 4,, et en général tous les B; et tous les 
Cat 41 pour i=1,2,3,... p — 1 seront toutes des coupures transver- 
sales, ainsi qu’on aura en tout 2p —1 coupures transversales et une coupure 
fermée. Mais cette dernière aussi pourra être enregistrée avec les autres, 
transversales, si l’on convient avec M. C. Neumann de regarder toute 
surface fermée comme une surface ouverte, avec un orifice infiniment 
petit et parconséquent avec un contour infiniment petit. Ainsi il viendra 
que la surface de genre p se transforme en une surface élémentaire au 
moyen de 2p coupures transversales, et parconséquent elle est une 
surface 2p -+ 1-ment connexe. — Riemann désignait sa surface en état 
naturelle par la lettre T et après sa transformation en une surface 
élémentaire à l’aide des coupures indiquées par 7”. 

17. Il n’est pas difficile de verifier, que par ces coupures notre 
surface est en effet transformée en une surface élémentaire, c’est-à-dire 
simplement connexe à un seul contour. Avant tout c’est la dernière 
circonstance qui se verifie aisement. Convenons de nommer positive celle 
des deux directions de la coupure À,, qu’il faut suivre pour avoir à 


*) s-formiger Querschnitt en allemand. 


WwW.rcin.org.pl 


$ 17. Chapitre I. 19 


gauche les points de ramification qui sont entourés de cette ligne; la 
même chose nous entendrons par les mots la direction positive de la 
ligne B,; quant à ligne C,, sa direction positive sera celle, qu'il faut 
suivre pour aller de B; vers À,,,. Après avoir pris pour point de départ 
celui, qui se trouve à l'intersection des lignes À, et B, du côté droit 
de chacune de ces lignes par rapport à leurs directions positives, nous 
suivrons la direction positive de À,, parconséquent nous irons sur son 
côté droit et viendrons au point vis-à-vis du point de départ sur le 
côté opposée de B, c’est-à-dire sur son côté gauche; d'ici nous partirons, 
en suivant dans la direction négative le côté gauche de B,, pour venir 
au point opposé, situé sur le côté gauche de À,; en suivant mainte- 
nant le côté gauche de À, dans la direction négative, nous arriverous 
au point vis-à-vis du point de départ, situé sur le côté droit de B,; en 
suivant ce côté droit de B, dans la direction positive, nous arriverons 
à l’origine de la courbe C,, qui se trouve sur le côté droit de B,. En 
suivant le côté droit de C, dans le sens positif jusqu’à son embouchure 
dans le côté droit de A,, en marchant plus loin sur le côté droit de À, 
jusqu’au point de son rencontre avec la ligne B, qui est à côté droit 
de la premiere ligne et à côté gauche de la deuxième, nous allons conti- 
nuer notre chemin sur le côté gauche de celle-ci dans le sens négatif 
jusqu’au point de son rencontre avec la ligne À, sur le côté gauche de 
celle-ci, que nous suivrons ci-après dans le: sens négatif jusqu’à son 
point de rencontre avec la ligne B, situé sur le côté droit de cette ligne, 
Après quoi nous irons sur ce côté droit de B, jusqu'à l’origine de la 
ligne C,, dont le côté droit nous suivrons jusqu'à son embouchure dans 
le côté droit de la ligne À,; et ainsi de suite: sur chacune des paires 
des courbes C,+ 4,,, et B,,, nous aurons à répéter la même chose; 
enfin nous arriverons à l’origine de la ligne C,_1 sur le côté droit de 
la ligne B,_1. En allant d'ici sur le côté droit de Cp—ı dans le sens 
positif jusqu’à son embouchure sur le côté droit du dernier À,, puis en 
suivant ce côté dans le sens positif, nous arriverons au point de son 
rencontre avec la ligne B, sur le côté gauche de la dernière; d'ici nous 
irons sur le côté gauche de B, dans le sens négatif jusqu'à son point 
de rencontre avec À, sur le côté gauche de celui-ci: en suivant ce côté 
gauche dans le sens négatif, nous arriverons au point de son rencontre 
avec B, sur le côté droit de cette ligne, que nous suivrons en sens 
positif jusqu’au point de son rencontre avec À, sur. le côté droit de 
toutes les deux courbes. D'ici nous marcherons sur le côté droit de A, 
dans le sens positif jusqu'à l'embouchure de C,_1, sur le côté gauche de 
la dernière, que nous suivrons en sens négatif jusqu’à son origine sur 
le côté droit de B,_1; d'ici nous irons sur le côté droit de B, : en 
sens positif jusqu'à son point deïrencontre avec 4,_1 sur les côtés droits 


DES 
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de toutes les deux courbes; et ainsi de suite jusqu'au point de ren- 
contre de B, avec À, sur les côtés droits de tous les deux, c’est-à-dire 
jusqu'au point de départ *). La surface T° a donc en effet un contour 
unique. Maintenant il n’y a rien de plus facile que de se convaincre de ce, 
qu’on peut passer d’un point quelconque de la surface T° à tout autre 
point de la même surface: on n’a que de méner de chacune de ces 
points une ligne sur cette surface vers un point arbitraire de son 
contour, par exemple le plus proche de lui. 

= 18., La différence entre le nombre des coupures transversales qui 
transforment un système donné des surfaces en un certain nombre des 
surfaces élémentaires, et ce nombre lui-même est un nombre constant, 
caractéristique pour le système donné des surfaces. 

Pour démontrer cette proposition, supposons en suivant M. C. Neu- 
mann, qu’un système donné S des surfaces à l’aide des coupures trans- 
versales q, en nombre v, se transforme en un autre système $", composé 
d’un nombre « des surfaces élémentaires, et que le même système S à 
l’aide des autres coupures transversales g', en nombre yv”, se transforme 
en un troisième système S, composé d’un nombre a’ des surfaces 
élémentaires. Si nous tracerons l’un après l’autre les deux systèmes des 
coupures transversales g' et g', notre système S sera transformé en 
nombre À des surfaces élémentaires, que nous allons calculer maintenant. 
Après qu'on aura tracé les coupures g le système S sera transformé 
en le système S’, et ce système, composé de a’ surfaces élémentaires, 
nous transformerons maintenant à l’aide des coupures q”. Celles-ci, par 
leurs intersections avec les coupures q’ en un nombre à de points seront 
divisées en d’autres Q”, dont le nombre sera égal à la moitié du nombre 
de leurs extremités; ces dernières se trouvent les unes sur les contours 
du système donné des surfaces S — leur nombre est égal à 2v”, — les 
autres aux points d’intersection des q” avec des g, — le nombre de 
celles-ci est égal à 20; donc le nombre total des extremités des coupures 
Q” est égal à 2v'+23; parconséquent le nombre des coupures Q” 
elles-mêmes est égal à v” +ò. Mais la surface élémentaire étant divisée 
en deux parties par chaque coupure transversale, donc chaque nouvelle 
coupure transversale augmentant d’une unité le nombre total des surfaces 
élémentaires, dont était composé le système S', leur nombre, après que 
seront tracées les v’+à coupures transversales Q”, sera augmenté de 
v'+à unités, et on aura parconséquent 


(1) A=a'+v'+ à. 


De la même manière, en commençant par tracer les coupures g”, et 
puis faisant les coupures g, on aura pour le même nombre À des 


*) Voir la deuxième figure à la fin du livre. 
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surfaces élémentaires, sur lesquelles sera découpé le système S par 
l'ensemble des coupures q' et q”, cette autre expression: 


A =a" yv à; (2) 
en comparant entre elles les deux expressions (1) et (2) du nombre À, 
on trouve: 
i: (3) 
ce qui démontre la proposition enoncée. Ce nombre constant pour un 
système donné S des surfaces, augmenté de deux unités, M. C. Neumann 
appelle le nombre fondamental (Grundzahl) du système des surfaces S. 
et le désigne par la lettre N, ainsi qu’on aura: 


N =y ET, (4) 


N, enma "4 


19. Chaque coupure transversale nouvelle abaisse d'une unité le 
nombre fondamental du système donné. 

En effet, supposons qu'après avoir transformé le système donné des 
surfaces S, dont le nombre fondamental soit N, en un autre système 
S, dont le nombre fondamental soit N°, à l’aide d’une seule coupure 
transversale q, il faut faire encore y coupures q,, 4,,... qy, de même 
nature pour transformer le système donné S en a surfaces élémentaires ; 
alors on aura par la formule (4) du $ précédent 


N=v+1-a+2; (1) 
mais le système S° se transformant en æ surfaces élémentaires à l’aide 
de v coupures transversales q,, Q,,... q, on aura par la même formule 

N'=v—-at+9; (2) 
en comparant les formules (1) et (2), on trouve 
N = N'+1, (3) 
c’est ce qu'il fallait démontrer. 

Chaque coupure fermée n’a aucune influence sur le nombre fonda- 
mental du système. 

En effet, supposons qu’un système donné $ soit transformé en un 
autre S' par une coupure fermée s; traçons maintenant une coupure 
transversale q suivant une ligne qui joint un point quelconque de s 
avec le point le plus rapproché du contour du système: cette coupure le 
transformera eu un nouveau système S”. Soient N, N°, N” les nombres 
fondamentaux des trois systèmes. Mais l'ensemble des coupures: fermée s 
et transversale q peut encore être envisagé comme une seule coupure 
transversale r, qui transforme directement le système S en S”; donc, 
d’après le premier théorème de ce $ on aura: 

N= N'+1, (4) 
N'=N'+1, (5) 
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d’où il suit que 
(6) MEN, 


, 


6. af. 


20. Nous allons maintenant appliquer ces théorèmes à la surface de 
Riemann. Nous avons vu dans le $ 16 que la sphère de Riemann T à 
l’aide d’une coupure fermée À, et 2p — 1l coupures transversales B; et 
Ci + A;y1, à étant = 1, 2, 3,...p—1, se transforme en une seule 
surface élémentaire T'; on a donc ici v—2p—1 et 4 —1; parcon- 
séquant on aura: 

(1) V— a —92p—1— 1—2p—2. 


Maintenant nous allons choisir un autre système des coupures fermées 
et transversales et calculer les nombres v” et «' pour cet autre système, 
Supposons qu’il se trouve sur notre sphère de Riemann 7 groupes des points 
hélicoïdaux superposés, dont le groupe k-ième contient is points hélicoï- 
daux d'ordre k (c’est-à-dire qui joignent chacun k feuillets), où k=1, 2, 
ss 10, 10 est donc un entier positif, qui peut être égal à zéro pour 
quelquesunes des valeurs de Æ*). Traçons maintenant dans le feuillet 
supérieur de la sphère de Riemann deux cercles parallèles de telle 
manière, que toutes les r groupes des points hélicoïdaux soient projétées 
du centre de la sphère dans la zône comprise entre ces deux cercles, et 
coupons suivant ces derniers tous les v feuillets de la sphère: on aura 
ainsi 2» coupures, qui seront toutes fermées. Après cela traçons sur 
le feuillet supérieur de la sphère r lignes, allant d’un cercle à l’autre 
de manière, que dans l'interval compris entre les deux lignes voisines il 
ne se projète du centre qu’un seul groupe des points hélicoïdaux super- 
posés, et coupons suivant ces lignes tous les » feuillets de la sphère: les 
coupures reçues seront, toutes transversales et en nombre rn = v". 
Cherchons maintenant le nombre a” des surfaces élémentaires que présen- 
tera notre sphère de Riemann après toutes ces coupures. En premier 
lieu nous aurons 2» calottes, découpées de la sphère par „les coupures 
fermées; quant au nombre des surfaces élémentaires qui se trouveront 
dans chacune des 7 parties de la zône, comprises entre les coupures 
transversales, leur nombre se trouve ainsi. Dans la partie, où se trouve 
le groupe k-ième des points hélicoïdaux, chaque point hélicoïdal d'ordre 
k, joignant Æ feuillets ensemble, enlève £ — 1 feuillets de leur nombre 
total n; mais chacune de ces parties de la surface à un seul point héli- 
cuidal d'ordre k est une surface à un seul contour, du chacun point de 
laquelle on peut passer à tout autre de ses points, donc une surface 


*) Pour k = 1 nous aurons un point ordinaire. 
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élémentaire. Parconséquent le nombre des surfaces élémentaires dans la 
partie considérée de la sphère de Riemann sera égal à 


kEi 
n "SAME ) (2) 
k—2 
et le nombre total des surfaces élémentaires: 
= (= San): + In., (3) 
k=1i RAA." : 
On aura donc f 
h=r 
rem D (nE &—1))— 2n. (4) 
ħ=1 =2 
ou, en simplifiant: 
h=r k= 
( m 
ian y Pa daa (5) 
ASTRET 


En portant cette valeur de v’—a" et de même la valeur de Y—a, 
tirée de légalité (1), dans l'égalité (3) $ 18, nous aurons: 


| 2p —2=w— 2n, , (6) 
où l’on a posé: | 
h=r i=g, , 
me AMEL (7) 
= 0 
c'est le nombre total des points hélicoïdaux simples, équivalents à tous 
les points hélicoïdaux effectifs de notre sphère de Riemann. Riemann 
nommait un point hélicoïdal simple celui, autour du quel deux valeurs 
seulement de y ce permutent entre elles, c’est-à-dire, dont la substitu- 
tion est une transposition. Comme une substitution circulaire d'ordre % 
est équivalente à la succession de k — 1 transpositions, on dit de ce 
point hélicoïdal d'ordre Æ qu’il est équivalent à k— 1 points hélicoïdaux 
simples. 
De l'équation (6) on tire la formule de Riemann: 


qui exprime le nombre total des coupures transversales, indispensables 
pour la transformation de la sphère de Riemann en une surface élémen- 
taire, par les nombres w et n. En divisant par 2 les deux membres de 
légalité (8), on aura le genre p de la sphère de Riemann exprimé par 
les mêmes nombres: 


p=; w—n+]. (9) 
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(On en tire de suite la remarque que w est un nombre pair, car p et» 
sont des entiers). Ainsi en connaissant le nombre total w des points hélicoï- 
daux simples, équivalents à la totalité des points hélicoïdaux effectifs de 
la sphère de Riemann, nous aurons aussitôt par cette formule le nombre 
p qui exprime son genre. C’est Riemann qui à désigné ce nombre par p. 
Clebsch, en considérant l’équation fondamentale 


m n 


(10) F(z; y) =0 


comme l'équation d’une courbe fondamentale, a nommé ce nombre le genre 
de la courbe (Geschlecht) et le désignait par la même lettre. Cayley 
appellait ce nombre le defect de la courbe, parcequ’ il indique de combien 
le nombre des points doubles et des points de rebroussement de la courbe 
est au-dessous de leur nombre maximal, que peut posséder en général la 
courbe de même ordre. Weierstrass appellait ce nombre le rang de 
l’image algébrique, défini par l'équation (10), et le désignait par la lettre p. 
Comme à l’image algébrique, défini par l’équation (10), il correspond une 
sphère de Riemann toute déterminée, on pourrait transporter ce terme 
sur la surface de Riemann. Weierstrass lui-même avait défini le rang par 
le théorème suivant: 

„Il existe pour chaque image algébrique un tel nombre entier positif 
p, qu’on peut toujours former une fonction rationnelle de (x,y) et de 
(x',y') [F (x y)—0] qui serait égal à œ au point (x',y) et de même 
encore aux p points arbitraires: 


(1 1) (a, b.), (a,, Oi), atA (tp, Do) 


du même image algébrique [donc F (a;b) — 0] tandis qu'il n’existe aucune 
fonction rationnelle de x et y qui serait égal à œ! seulement en ces 
derniers points.“ 

La démonstration de ce théorème, donnée par Weierstrass dans ses 
leçons à l’Université de Berlin, nous ne reproduirons pas cependant ici; 
au chapitre suivant nous verrons que ce nombre, augmenté d'une unité, 
e—+ 1, ou, d’après Riemann et Clebsch, p +1, est le moindre nombre 
possible des points, où la fonction rationnelle des variables x et y, liées 
par l'équation (10), devient égale à œ!, qui peuvent être donnés arbi- 
trairement *). 

21. Pour trouver le nombre w, il faut, comme on le voit par la 
formule (7) du $ précédent, déterminer le nombre et les ordres de tous 
les groupes circulaires des valeurs de y qui deviènnent égales entre elles, 


*) Autrement, qu’il n’existe pas des fonctions devenant — ©! en un nombre de 
points moindre que p + 1, qu'on pourrait donner à l'arbitraire. 
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pour chaque point de ramification, tandis que les valeurs elles-mêmes de 
æ et de y aux points, où quelquesunes des valeurs de la dernière vari- 
able deviènnent égales entre elles, on n’a pas besoin de connaître. Une 
méthode pour déterminer le nombre et les ordres de tous les groupes 
circulaires des valeurs de y qui deviènnent égales entre elles en un point 
de ramification dans le cas le plus général de l'équation (10) a été donnée 
par Briot et Bouquet dans la 2-me édition de leur théorie des fonctions 
elliptiques [4°], ‘mais sous la forme, qui suppose connues les valeurs de 
æ et de y aux points de ramification. Ces dernières cependant ne peu- 
vent êtres tirées des équations, qui les définissent, qu’approximative- 
ment, c’est ce que ne suffit pas dans plusieurs cas importants; d’ailleurs 
le nombre p étant rationnel, il doit être aussi trouvé au moyen des opé- 
rations rationnelles. La première méthode pour, déterminer le nombre 
p au moyen des opérations rationnelles a été donnée par M. Noether *), 
la seconde par M. Raffy**); mais ces méthodes, toutes les deux exigeant 
une transformation de l'équation donnée en une autre, ou la forma- 
tion des nouvelles équations, ne sont pas directes et sont loin d’être 
simples en leur théorie. C’est pourquoi nous avons cherché une méthode 
plus simple et plus directe, et nous avons réussi de montrer dans notre 
article sous le titre: ,Esquise d’une méthode pour déterminer le genre 
et les courbes adjointes d’une courbe algébrique donnée au moyen des 


opérations rationnelles“ ***) qu'il suffit pour ce but d’algorithme du plus 
grand diviseur commun. Dans l'ouvrage cité nous nous sommes con- 
formé à l'exposition de Briot dans sa „Théorie des fonctions abéliennes“:; 
ici nous allons traiter la question conformément à la forme (1) $ 4 de 
l'équation fondamentale, qui détermine l’image algébrique, en nous appuiant 
sur le chapitre premier de l'ouvrage cité de Briot. — Comme par 
la substitution de © aulieu de x et de F aulieu de y l'étude de la fonc- 
tion aux points infiniment éloignés de l’image algébrique se ramène à 
son étude aux points situés à distance finie de l’origine, nous pouvons 
nous restreindre à montrer, comment on détermine le nombre et les 
degrés des groupes circulaires des valeurs de y, satisfaisant à l'équation 
(10) [(1) $ 4], qui deviènnent égales entre elles aux points situés à 
distance finie de l’origine. 


*) Rationale Ausführung der Operationen in der Theorie der algebraischen Funk- 
tionen. Math. Ann. Bd. 23, S. 340. 

_#*) Recherches algébriques sur les intégrales abéliennes. Ann. de l’École Normale. 
T. 12, p. 105, et Détermination du genre d’une courbe algébrique. Math. Ann. Bd. 
23, S. 527. 

##*) Bulletin des sciences mathém., 2-me sèrie, t. XVII, février 1893, et Annales 
de l’Ecole Norm. 3-me série, M V, 1893. 
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22. Soit a un point critique, où quelquesunes des valeurs de y 
deviénnent égales à b; nous aurons parconséquent à la fois: 


(1) F(a,b)—0, 
(2) A (a)=0. 


En posant dans l'équation fondamentale (1) § 4 æ —=a+4, y=b+n et en 
développant son premier membre suivant la série de Taylor, nous aurons 
une équation de la forme: 


m n 


les coéfficients 4,2 étant les valeurs des dérivées de F(x, y) par rapport 
à æ jusqu'à l’ordre m et par rapport à y jusqu'à l’ordre n pour x — 4, 
y—b, divisées par certains nombres entiers. Ces valeurs ne seront con- 
nues que lorsque les valeurs a et b le seront; mais pour déterminer le 
nombre et les degrés des groupes circulaires en lesquelles seront répar- 
ties les valeurs de y égales à b pour x — a, il suffit de savoir, lesquels 
de ces coéfficients Aag seront égaux à zéro pour æ — a, y = b; car alors 
on connaîtra les exposants z et B dans tous les termes réstants de l’équa- 
tion (3), et ce n’est que de ces exposants que dépendent, comme nous 
le verrons plus bas, le nombre et les degrés des groupes circulaires en 
question. | 

Dans le § suivant nous allons montrer qu’on peut toujours repré- 
senter par des paires d'équations (sans racines égales) de la forme : 


{2(x,y) = 0, 
l4 (&)—0, 


les systèmes des valeurs de x et de y, qui, en satisfaisant aux équations 
(1) et (9) § 4, rendent en même temps nulles les dérivées choisies de 


(4) 


m n 


F(x,y) par rapport à x et à y, en sorte qu'en sousentendant par v= «a 
et y=b les solutions de la paire d'équations (4), on saura desuite les- 
quels des coefficients A,3 dans l'équation (3) seront égaux à zéro sans 
connaître les valeurs mêmes de a et de b, et cela seulement à l’aide 
des opérations rationnelles, notamment celles d’algorithme du pius grand 
diviseur commun. 

. 23. Soit donné le système suivant de p équations à deux inconnues 
viety: 
(1) Ga, y)= 0, fa(2,y)=0, .... f (2,9) =0; 


on demande de trouver leurs solutious communes, s’il en éxiste, ou de 
prouver dans le cas contraire leur incompatibilité. 

Prenons les deux premières équations du système (1) et cherchons 
leurs solutions communes par la méthode du plus grand diviseur com- 
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mun ; d’après le théorème de Labatie *) ces solutions pourront être repré- 
sentées par une suite des paires d'équations de la forme: 

?; (x,y) — 0, 


Lee eE NEO RES à (2) 


Si l'équation suivante du système (1), savoir: 
fa(æ,y) —0, (3) 

a des sclutions communes avec les deux premières des équations (1), 
elles doivent se trouver parmi les solutions de l’une ou de l’autre des 
paires d’équations (2); nous allons donc chercher par la même méthode 
les solutions communes à l'équation (3) et la première des équations (2), 
c’est-à-dire 

e,(æ, y)—0; | (4) 
d’après le même théorème de Labatie elles seront représentées par les 
paires d'équations suivantes : 


(= 128,24) JE B 


cherchons maintenant le plus grand diviseur commun des fonctions +, (x) 


et Ye) : 


9 (œ) = D (ya) y 0); $ (6) 

s'il arrive que 
LCD Ps DM (7) 
(ou en général à une constante) — identiquement, alors on en conclura 


que parmi les solutions de la paire d'équations (5), pour les valeurs 
considérées de 2 et j, il n’y a pas des solutions communes à trois pre- 
mières équations du système (1); dans le cas contraire la paire d'équations: 

L5@:9)= 0, 


LA (x) +0 (8) 


j 


donnera les solutions communes des trois premières équations (1). Si 
l'identité (7) aura lieu pour toutes valeurs des indices ¿ et 7, cela 
signifiera que les trois premières équations, et parconséquent le système 
entier des équations (1), sont incompatibles. Si pour quelquesunes des 
valeurs des indices 2 et j l'identité (7) maura pas lieu, alors les trois 
premières des équations (1) seront compatibles, et leurs solutions com- 


*) Voir Serret, Cours d'algèbre supérieure, 8-me éd., p. 198; aussi notre „Com- 
pendium d’algèbre supérieure“, 2-me éd. Kharkoff 1892. Chap. XIV, $ 214, p. 299 
(en russe). 
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munes seront données par les. paires d'équations (8) pour ces valeurs 
de * et j. En joignant dans ce dernier cas à chacune de ces paires 
d'équations (8) la quatrième équation du système donné (1) et en traitant 
chacune de ces combinaisons de la même manière, nous parviendrons 
ou de prouver l’incompatibilité des quatre premières des équations (1) 
et parconséquent du système entier, ou de représenter les solutions 
communes des quatre premieres équations du système par les paires 
d'équations de la forme: 
* aeo 
| Yig) = 0. 
En continuant de combiner toujours chacune des paires d'équations, 
représentant les solutions communes des k premières des équations 
données (1) avec l'équation suivante, on arrive: ou 1°: à démontrer 
l’incompatibilité de ces £--1 premières des équations (1) et par suite 
de tout le système donné, ou 2° à représenter les solutions communes 
à toutes les équations du système donné (1) par une série des paires 
d'équations de la forme: 
2(&, y) —0, 

0e Ya) —0. 

Ici les équations du système (1) pourraient être quelconques; si 


nous supposons maintenant que la première est l'équation fondamentale 
donnée : 


(11) © Fhæ,y)=0, 
a seconde ° 
(12) F' (2, y) —0, 


et les autres ont chacune pour son premier membre Pune des derivées 
m n 


partielles de F (x,y) par rapport aux variables æ et y, choises à volonté, 
on parviendra à la proposition de la fin du § précédent *). 
24. Après avoir choisi de toutes les manières possibles les dérivées 


mn 
partielles de F(x,y) par rapport à x et à y, on aura, en joignant les 
équations qu'on reçoit en les égalant à zéro, aux équations (11) et (12) 
du $ précédent, autant de systèmes d'équations de la forme (1) du même, 


*) Cette méthode a été donnée par nous pour la première fois dans l'article: 
„Recherches des points singuliers des courbes algébriques planes“, qui fait partie du 
tome II de la 2-me série des „Communications de la Société mathématique de Khar- 
koff“, l’an 1889 (en russe), et puis dans la 2-me éd. de notre „Compendium de l'algèbre 
supérieure“, mentionné plus haut, Ch. XIV, p. 296 (en russe). 
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dont on représentera les solutions par les paires d'équations de la forme 
(10) du même $. 
Soit maintenant 
g(s, y) —0, | 
LT. 2 (1) 
Y(x)— 0 


lune des paires d’équations qui donnent les solutions de l’un de ces 
- Systèmes. En sousentendant par a et b l’une des solutions de la paire 
considérée d’équations (1), nous saurons à priori, lesquelles des dérivées 


m n 
partielles de F(z, y) par rapport à x et à y sont nulles pour z =a, 
y=b; après les avoir omises dans le développement de l'équation 
F'(a+%, b+1)—0 par la série de Taylor, nous aurons une équation de 
la forme: 


f 
A] 
2 


"=0, (2) 


M 
D 
ER 
ao 
=] 
R 
ax 


où tous les exposants æ et 5 nous seront connus. On trouvera parmi les 
termes de cette somme du moins un seul, qui contient ¢ seulement, et 
du moins un seul qui contient 1 seulement: dans le cas contraire soit 
une puissance de £—x— a, soit une puissance de n= y — b, sortirait en 
facteur commun de tous les termes de la somme dans (2), et parconsé- 
quent l'équation donnée (11) du $ précédent ne serait pas irréductible 
Contrairement à la supposition faite. Prenons maintenant à l’exemple de 
Newton un système des axes rectangulairs et portons sur l’axe horisontal 
les valeurs de «, sur laxe vertical les valeurs de $: alors au chaque 
terme de la somme en (2) il correspondra un point (4,5) du plan, ayant 
4 et 5 pour ses coordonnées. 


0 La Kiii C, AX 


En supposant £ et n infiniment-petits, on déterminera les termes 
de la somme en (2) d’un ordre le moins élevé comme il suit. Soit a, la 
plus petite valeur des « dans les termes, où l’on a 8 —0, et B, la plus 
petite valeur des 5 dans ceux, où l’on a 4 —0; le point M, avec les 
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coordonnées (4,,0) se trouvera donc sur laxe Ox, et le point M, avec 
les coordonnées (0, ĵo) sur laxe O5. Prenons maintenant une droitè, qui 
coincidait d’abord avec laxe Ox, et faisons la. tourner dans le sens de 
l'aiguille dune montre autour du point M, jusqu'au moment, où elle 
viendra à rencontrer un ou plusieurs des points (4,8); soit M, le dernier 
de ces points rencontrés par la droite; en ce moment faisons tourner la 
droite, toujours dans le même sens, autour de ce point M, jusqu'à ce 
- qu'elle rencontre une nouvelle série des points, dont le dernier soit M, ; 
alors tournons la droite, toujours dans le même sens, autour de ce dernier 
jusqu'à la rencontre avec encore une nouvelle série des points (6), et 
ainsi de suite jusqu’à ce, qu’en tournant la droite dans le même sens 
autour d’un point M, elle aura rencontré outre plusieurs autres points 
(4,5) aussi le point M, de l'axe O$, avec les coordonnées: a = 0, $= ĝo. 
Par les positions successives de la droite est déterminée de cette manière 
une ligne polygonale M, M, M, ... M, M, :.. M, M, — que- nous allons 
désigner dorénavant par P,— composée de h côtés: 


ER AAG E PENDO ETIN. © EA 


convèxe vers l’origine. Tous les points (x,5), qui se rapportent aux diffé- 

rents membres de la somme en (2), ce trouveront ou sur cette ligne, ou 

au-dessus d'elle par rapport à l’origine. Arrétons notre attention sur le 

côté C,, comme le représentant de tous les autres. Son équation d’après 

la formule de Géometrie analytique pour la droite passant par les points 
M (a ii 3) et M,,, (° i+1? Biao) sera: 


, 


M "5 La) Q 
5 Pi P, — Pi Q 


(3) “par ts — ==}, 


i o E e P 


S étant une fraction irréductible, que nous avons désigné, pour abréger. 


par y. On tire de cette équation: 


r D: la : 
(4) Gt T p= tu pE eE Reia 


cela donne la valeur de lurdonnée $ à l'origine des coordonnées pour la 
droite C, (Cest-à-dire OB). Si nous fairons la substitution 
65) pt", 


où y est déterminé par la formule (3), dans l'équation (2), elle prendra 
la forme: 


(6) È Aag” agast p 8—0, 


et parconséquent «u + ß sera l'exposant du degré d’un terme (4,8) de 
la somme, lorsque n est exprimé en £ par la formule (5); il sera repré- 
senté par l'ordonnée à l'origine de la droite menée par le point (2.8) 
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Là 


parallèlement au côté C. Si l’on prolonge ce côté jusqu'à son rencontre 
avec les axes Oa et 0% aux points À et B respectivement, on verra de 
suite que toutes ces ordonnées à l’origine seront plus grandes que celle 
qui est déterminée par la formule (4) et correspond aux points situés 
ur le côté C, — Pour avoir la valeur principale de v dans l'expression 
(5) de n par #, il faut égaler à zéro la somme des termes en (6) du 
degré le plus bas en ¢, c’est-à-dire, la somme de ceux, qui correspondent 
aux points, situés sur le côté C. En réjetant le facteur commun de tous 
ces membres — la puissance de pans pae +8 Er Bi, nous 
aurons pour déterminer la valeur principale de v l’équation: 


o PEA! i À S 
A3,3,0 i+) A,30 + À 


P 


v'iti=0, : (7) 


Aigi Bisa 
où l'accent () attaché au signe de la somme doit rappeler, qu'elle ne 
şétend qu'aux termes de la somme en (6), correspondant aux points 
situés sur le côté C, de la ligne polygonale P, pour lesquels les expo- 
sants æ sont parconséquent liés par l'équation (4). La valeur v=0 ne 
répondant pas à notre question — car alors le développement de n suivant 
les puissances ascendantes de 5 commencerait par une A de ¿é 
plus élévée que la u-me, — on peut diviser l'équation (7) par v*+1, air ès 
quoi elle devient: 

ONT ae D aa ORA (8) 


MES US 


La fraction + étant irréductible, il suit de l'équation (3) que 


D mi -kQ, | (9) 
a — a = kp; { 

Pit me kiq, | (10) 
"Te dre kp; | 


des dernières égalités de chaque paire on tire encore celle-ci: 
a — a, = (k,— k) p; (11) 
à l’aide de la seconde égalité (10) et de la dernière on peut représenter 
ainsi l’équation (8): 
k; } k; — kp 
Aap” HE Aapo, ; PEA hei: (12) 


J ba i 
Af+1Pr+1 


Tous les exposants ici sont des multiples de p; donc, en posant 


` 


ui À, (13) 
on aura 


Aa, ALT A a3 h E j FA, 9 er 0, À (14) 


2+1Pr+1 
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ou simplement 


(14) Jaiz = 0, 
en posant pour abréger: 

5 — BH NA ÈS 
(15) i I Aa, Ked o Aghi da 8e 


Après avoir tiré de l'équation (14) k; valeurs de À on trouvera pour 
chacune d’elles de l’équation (13) p valeurs de v, savoir: 


j P ` . n 
(16) Die MEVRRR E S E AAS ST 
en désignant par = une racine complèxe primitive de l'équation 
(17) EA E 
parconséquent en posant 
D x TRN 
| Fed 
(18) p 


et 


En portant la valeur de v, de l'équation (16) dans l'équation (5), nous 
aurons pour la valeur principale de n: 


Dir | 

E pe rare 
(19) vie VAE? 
Si ë décrira un cercle d’un rayon infiniment-petit autour du point 5 =0 

A 297/1 
comme centre, le facteur £? gagnera le multiplicateur e ? „et expression 
(19) sera changée en celle-ci: 

de tie RU os 

(20) e 1 V AE r : 


après un second tour elle se changera en 
2 (j+ 2q) x “ži 


p T 
(21) € KE 


après le troisième en $ 
2G H30) tya 
ad p pis + 
(22) į e Vait } 
etc.; enfin après les p—1 tours en celle-ci: 

D P, 


(23) € $ V AE p 


vs , 


mais les nombres 

(24) Ne RE Ont RE a Sue | 
présentant d’après le mod.p la série des nombres 

(25) MSIE R Re 
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à l’ordre près, les valeurs (19), (20), (21), (22), (23) représenteront 
toutes les valeurs que donne la première formule, c’est-à-dire (19), 
pour j=0, 1, 2,...p—1, dans un ordre changé. Pour avoir cet ordre il 
faut écrire ces valeurs aux points de division d’un cercle en p parties 
égales et prendre après le premier celui, qui en est éloigné de g -divi- 
sions, après cet autre prendre celui, qui est éloigné de cet autre de q 
` divisions, et ainsi de suite jusqu’à être arrivé au premier point, ce qui 
aura lieu nécessairement après qu’on a ajouté de cette manière (p—1)q 
divisions, car encore g divisions ajoutées, on aura en tous pg divisions 
ajoutées, ce qui est —0 (mod. p). Du môde, par lequel on a reçu les 
formules (19) — (23), on aperçoit qu’en effet les valeurs principales des 
p valeurs de n répondant à une racine simple de l'équation (14), forment 
un groupe, dont les éléments se permutent dans l’ordre circulaire, lorsque 
£ décrit un cercle infiniment petit autour de la valeur £—0. — Il est 
vrai cependant, que ce qui a été dit tout à l’heure, ne se rapporte en 
ce moment qu'aux valeurs principales des quantités n; mais il n’est pas 
difficile de démontrer, que les valeurs complètes de ces quantités suivent 
la même loi. Soit en effet 


n= (w, +n)", (26) 


où N; est un infiniment petit, la valeur complète d’un élément du groupe; 


après que le point Ẹ aura décrit un cercle infiniment petit autour du 
point = 0, la quantité à droit dans l'équation (26) se changera en celle-ci 


2qr Yi 2q7 A 
(wite P - qi Hije P |y (27) 


il faut démontrer que cette quantité ets égale à n,,,. Supposons le con- 
traire: qu’elle ne lui est pas égale; mais alors elle sera égale à une 
autre de ces quantités, soit n,,,., de la sorte, qu’on aura 
JTE 
TN Pos i u. 
as me? E mAT A (28) 


ou, en portant ici aulieu de ",.,., son expression et divisant tout par g"; 


S 


qT me 


vete P = Vk M j+g4r) (29) 
ce qui pourra être écrit encore ainsi: 


! 


Visa Vtg jga yE p , (30) 


s 
M. TIKHOMANDRITZKY. 3 
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ou, en portant ici aulieu des v leurs expressions d’après la formule (16): 

| PURE yzi ta r)z vai) = Pr 
(81) Và e —e 


Re 

mais’ ici nous avons à gauche une quantité qui est différente de zéro, 
si l’on n’a pas 7 —0 (mod. p), tandisqu’à droite nous avons une quantité 
infiniment petite; il vient donc une contradiction de l'hypothèse (28); 
donc elle doit être rejetée. Ainsi en effet les valeurs complètes des 1, 
correspondantes à une racine simple de l’équation (14), forment un groupe 
de p éléments, en se permuttant dans le même ordre circulaire que 
leurs parties principales, conformément à ce, que nous avons vu au $ 9. 

Il correspond donc à chaque racine simple de l'équation (14) un seul 
groupe circulaire de p valeurs de y, qui deviènnent égales à b pour æ—«. 
Si toutes les racines de l'équation L—0, qui correspond au côté C, de 
la ligne polygonale P, sont différentes entre elles, nous aurons #. groupes 
circulaires d'ordre p. À 

25. Mais si l'équation (14) du $ précédent aura des racines égales, 
à chaque racine de multiplicité r il correspondra r valeurs de v égales 
entre elles; parconséquent chacune des valeurs approximatives de n, 


, 


dont vt" forme la partie principale, sera de multiplicité r. Dans ce ces 
il ne suffit plus de la première approximation pour séparer les racines 
qui deviènnent égales à b pour x-—a; il faut trouver à ce but la valeur 
principale de n’ dans l'expression exacte de 1: 


a) n= (w+), 


c’est-à-dire il faut faire une deuxième approximation. 

Avant de montrer comment on le fait, nous devons montrer, 
comment peut on, sans connaître æ et b, parvenir à savoir, pour 
lesquelles des solutions de la paire d’équations (1) du $ précédent 
l'équation L,—0 [(14) du $ précédent], appartenant au côté C, du 
polygone P, maura pas des racines égales, pour lesquelles elle aura 
de pareilles. Pour les premiers notre problème de détermination du 
nombre et des degrés des groupes circulaires des valeurs de y, dev- 
nant égales à b pour æ=—a, d'après le $ précédent sera résolu de la première 
approximation pour le côté consideré C;; car nous avons vu, qu’on awa 
k, groupes d'ordre p. Si cela aura lieu pour tous les côtés du pol- 
gone P, c’est-à-dire que les équations L,—0 pour toutes les valeurs de À 
n'auront que des racines simples, nous saurons le nombre et les degris 
des groupes circulaires en chacun des points analytiques, représentés pir 
cette paire d'équations. On aura le nombre de ces points analytiqu?s 
[si Pon suppose que chacune des deux équations de la paire est déà 
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délivrée des facteurs multiples, ce qu’on pourra toujours faire d’après la 
méthode connue de l’algèbre supérieure, et c’est ce que nous supposerons 
dorénavant toujours déjà fait], en multipliant l’exposant du degré de la 
première équation par rapport à y par l’exposant du degré de la deuxième 
par rapport à x. 

Nous allons donc maintenant montrer la méthode pour reconnaître, 
si l’équation L—0 aura des racines multiples ou non pour quelquesunes 
des solutions de la paire d’équation (1) du $ précédent, et lorsqu'elle 
en aura, pour lesquelles de ces solutions cela aura lieu. 


26. L’équation 
L,=0 (1) 


[(14) § 24] (dans laquelle nous remplacerons æ et b, ces quantités étant 
inconnues, par æ et y) aura par rapport à l’inconnue À des racines égales 
alors, quand le plus grand diviseur commun de L, considerée comme 
une fonction de À seul, et de sa dérivée du premier ordre par rapport 


à cette variable: 
D ba ( ) 


sera une fonction de À et non pas une quantité indépendante de À, ou, 
à parler autrement, lorsqu’ auront des solutions communes l’équation (1) 
en À et l’équation: 

dL, 

e tpr (3) 
En les cherchant par la méthode du plus grand diviseur commun nous 
aurons besoin, peut-être, de multiplier les dividendes par quelques 
facteurs de la forme (x,y) et de faire sortir des diviseurs de la même 
forme, communs à tous leurs termes; parconséquent il y aura lieu pour 
le théorème de Labatie, par lequel les solutions communes des équations 
(1) et (3) seront représentées par les paires d'équations de la forme: 


MOTREN 


PE tas. Lo) (4) 
`j g Ms 


Mais les coéfficients de diverses puissances de À en L, et parconséquent 


dL 
DR sont des fonctions des valeurs de x et y, qui sont définies 


par la paire d'équations (1) § 24; par cette raison nous devons chercher, 
pour lesquelles des solutions de la paire citée d'équations est satisfaite 
la deuxième de ces équations, c’est-à-dire: 


aussi en 


102,9) = 0. Donne) 
3* 
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En cherchant les solutions communes de cette équation et de l'équation 
(6) (&, y) = 0 


[première de la paire cité: (1) § 24] par la méthode du plus grand 
diviseur commun, on les représentera d’après le théorème de Labatie 
par les paires d’équations de la forme : 
| D, | 
( ) P wy —0, (h 12 1) 
7 CH] —1,2,..: 
MCE 


mais les valeurs de x doivent satisfaire à la seconde équation de la 
paire (1) $ 24, c’est-à-dire 


(8) (© a ist SES 


c’est pourquoi nous devons chercher le plus grand diviseur commun de 
y(x) et de Yæ), qui soit OÙ(x): 
(ij) LEE CD 

(9) 9; (&) = D(u(x), y, (x). 
Alors les solutions de la paire (1) $ 24, qui satisfont à l'équation (5) du 
$ présent, et, parconséquent celles, pour lesquelles les équations (1) et 
(3) du § présent auront des solutions communes, seront représentées par 
les paires d’équations: 

(6,3) 

®, $ (x, y)=—0, 

10) y, 
( 0 V(x)= 0, 
pour les valeurs de Pindice k, pour lesquelles O Ia) n'est pas égal 
identiquement à Punité (ou à une autre constante en général), et les 
valeurs de à elles-mêmes, qui sont des solutions communes aux équations 
(1) et (3), parconséquent les racines multiples de la première, par les 
systèmes des trois équations de la forme: 


fip, y;ì)=0, 
(4,9) 

(11) P,” (x,y)—0, 
(ij) 


6, (&)=0. 


En éliminant les solutions, représentées par la paire d'équations (10) 
des solutions, représentées par la paire d'équations (1) $ 24, on aura 
celles-là de cette dernière paire (1) $ 24, pour lesquelles l’équation L—0 
n'aura pas des racines égales. Si l’on désigne par @(x) le plus petit 
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multiple de toutes les OÙ (x) [dont chacun n'aura pas des facteurs égales, 


car déjà W(x) n’a pas des pareils]: 


a=.. a.. | (12) 


les solutions de la paire d'équations (1) $ 24, pour lesquelles l'équation 
L=0 n’aufa pas des racines égales, seront les solutions des paires 
d'équations suivantes: 


ole, y)= 0; 
Yx):8(æ)=0, | Fe 
et | 
olx, y): Dix, y) —0; 
i (14) 


or (x)—0 


où ĉ, j, h parcourent la même suite des valeurs que dans (11). Ce sont 


ces-mêmes équations, dont on a parlé à la fin du § précédent. Les degrés 
de ces équations sont connues; parconséquent sera connu le nombre des 
points de cette cathégorie. à 

27. Pour les recherches ultérieures il est indispensable de séparer 
les racines de l'équation L, =0 d’une multiplicité déterminée de celles 
d’une autre multiplicité ; c'est ce qu’on pourra faire ainsi. Une racine À 
de l’équation L,—0 sera de la multiplicité r-ième, s’il satisfaira outre les 
équations (1) et (3) du $ précédent aussi aux équations suivantes: 

PL; &L, d'—'L, 


De 20), FE 7 0 sl G Neue (1) 


pourquoi nous allons chercher, lesquelles des valeurs de À, déterminées 


par les systèmes de trois équations (11) $ 26, satisfont à la première 


des équations (1), à. deux premières, à trois premières, et ainsi de suite; 
enfin à toutes les équations (1), par la méthode du. $ 23. Pour rendre 
plus simple l’exposition des calculs à faire, nous écrirons sans les indices 
l’un des systèmes (11) du $ précédent: 


f(x,y; 1 = 0, 

P(x, y) —0, (2) 

O(x) = 0. 
Cherchons maintenant les solutions communes de la première de ces 
équations et de la première des équations (1) du $ présent, en regardant 
£x comme connue; alors d’après le théorème de Labatie ces solutions 
seront représentées par des paires d'équations de la forme: 


fi, y; A= 0, | (3) a 
P(x, y) = 0; ¿y 
a 
AY AN 
a \ V 19 
«< ; | Ce 
NS 
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mais x et y doivent satisfaire aux deux dernières des équations (2); par 
cette raison nous allons chercher les solutions communes des équations 
(x, y)=0 et P (x, y)=0; elles seront représentées par des paires 
d'équations de la forme: 
(4) yz, y)=—0; 

(x) — 0; 


æ devant satisfaire à la dernière des équations (2), on cherchera le plus 
grand diviseur commun des fonctions O(x) et B(x), soit X(x): 


(5) d(x) = D (O(x), (x) ); 


alors les solutions communes de la première des équations (1) et de la 
première des équations (2) seront représentées par le système de trois 
équations: 


x,y) =0, 
Aa) — 0; 


f(x, y; k)—0, 
à | 


et les points analytiques, où cela aura .lieu, par la paire des deux 
dernières de ces équations, savoir par la paire: 


| z@y) =0, 


(7) 9(x) = 0. 


En éliminant ces solutions des solutions des deux dernières des équations 
(2), on aura des paires d'équations, qui serviront à déterminer celles 
des valeurs de x et de y, pour lesquelles l'équation L,=0 maura pas 
d’autres racines multiples que doubles; et de même en éliminant les 
solutions de (6) de celles de (2), on aura des systèmes d'équations pour 
déterminer ces racines doubles. En désignant par (x) le plus petit 
multiple commun de toutes les 9{x) qui correspondent à la même 
équation première du système, il est clair, que les paires d'équations: 
dv, A = 
(8) | ao Cu 
e rh it | 
et 
"og | day): D(z, y) =0, 
l 5(x)=0, 

représenteront les points analytiques, où Péquation en À L,=0 maura 
que des racines doubles, tandisque les systèmes de trois équations: 

| f(x, ; à) = 0, 
(10) (x, y)=0, 

| O(x) : #(&) — 0; 
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f(x, y; À) uis 0, 
P(x, y) : y(2,y)=0, (11) 
o) 0; 
fæ, y; D): fi, y; À) — 0, | 
yz, y)=0, (12) 
(x) = 0; | 
serviront chacun à déterminer ces racines doubles de l'équation en 


À L=0. | 

‘En combinant de la même manière les systèmes d’équations (6) 
avec la seconde des équations (1), nous représenterons les racines 
triples de l'équation en À L;=0 par les systèmes d'équations de trois 
formes (10), (11) et (12), et les points analytiques, où cela aura lieu, 
par les paires d'équations de la forme (8) et (9); quant aux points 
analytiques, où l'équation L,—0 aura des racines de multiplicité supé- 
rieure à la troisième, ils seront représentés par les paires d’équations 
de la forme (4), et les valeurs elles-mêmes de À par les systèmes d’équa- 
tions de la forme (6). Et ainsi de suite jusqu'au moment, où l’on 
arrivera à la dernière des équations (1), quand on aura représenté 
par les paires d’équations de la même forme (4) les points analytiques, 
où l'équation L,=0 aura des racines de multiplicité r-ième, qui elles- 
mêmes seront représentées par les systèmes de trois équations de la 
même forme que le système (6). 

28. Après avoir montré, comment on trouve les paires d’équations, 
qui déterminent les points analytiques, où l'équation L;=0 a des racines 
À d’une multiplicité -ième, et aussi les systèmes de trois équations, 
qui déterminent ces racines À de multiplicité r-ième, nous allons montrer 
maintenant, comment faut il procéder, pour trouver les secondes appro- 
ximations des valeurs n [§ 25]. 


Soit 


P(c, y) = 0, 
Ya) = 0 


We y, 1) =0, 
| à 


Pun des systèmes de trois équations, qui déterminent les racines de 
Péquation ZL, =0 de multiplicité r-ième; les deux dernières de ces 
équations déterminent les points analytiques, où cela a lieu. Comme on 
a ì=v”, on pourra écrire ce système de manière, qu’il donnera direc- 
tement les valeurs de v: 

(x, y)=0, (2) 


fæ y, v") = 0, | 
Ya) =0. 


www.rcin.org.pl. 


40 Chapitre I. $ 28. 


La valeur complète de n sera représentée dans ce cas par la formule 
(1} $ 25, savoir: 


(3) “n=(v+")€", 


où v est déterminé par la formule (16) $ 24, et chacune de ses p valeurs, 
correspondantes à la racine du multiplicité r-ième de l'équation L.— 0, qui 
est déterminée par le système (1) de $ présent, sera repetée r fois; 
pour séparer l’une de l’autre les valeurs de n ayant la même partie 
principale, il faut déterminer la valeur principale de n dans la formule 
(3). Dans ce but nous poserons 


(4) A LE 


alors, vu que e= on aura d’après (3): 


(5) n= wn)". 


En portant ces expressions de ë et n par £ et n dans équation (2) 
$ 24 et disposant le résultat suivant les puissances de Ẹ' et n nous 
aurons entre ces quantités l’équation 


(6) ba An” Ep 0, 


où les coéfficients Aug sont des polynomes en v avec les coéfficients- 
fonctions linéaires de ceux des À, 6; qui entrent dans l'équation (2) 
§ 24 et sont des fonctions des valeurs de x et y, qui à son tour repré- 
sentent les solutions des deux dernières des équations (1). Il peut arriver ` 
que pour quelquesunes des valeurs de v, déterminées par le système 
(2), quelquesuns des polynomes Ag en v deviènnent égaux à zéro; 


par cette raison il faut avant tout chercher celles des solutions du 
système (2), pour lesquelles certains des coéfficients, choisis parmi les 


Ag, deviènnent égaux à zéro, en combinant pour cela de toutes les 
manières possibles les équations, qu'on reçoit en égalant ces polynomes 
à zéro, avec le système (2) du $ présent. Par la méthode identique à 
celle, qui était exposée aux $$ 26 et 27, nous arriverons à représenter 
les solutions du système (2), pour lesquelles les polynomes choisis entre 
les Aug deviènnent égaux à zéro, par les systèmes de trois équations 
de la même forme, que (2). Soit 


| A CA Y, v) m à À 


(7) j (x, #)== 0, 
| BOEN 
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l'un de ces systèmes *).. En réjétant de l’équation (6) les termes, dont 
les coéfficients s’annulent pour les solutions du système (7), nous serons 
en état de construire, comme cela était fait au $ 24, à l’aide d’un système 
des axes des coordonnées rectangulaires Ox' et Of’, une ligne polygo- 
nale P’, convexe vers l'origine des coordonnées, qui commence au point 
(to, 8'= 0), to désignant la plus petite des valeurs «', pour lesquelles on a 
B—0, et va jusqu’au point (*—0, f,,), Ê, désignant la plus petite des 
valeurs f, pour lesquelles on a «—0. Au chaque côté C;, de cette ligne 
polygonale P' correspondront des groupes spéciaux des termes du degré 
inférieur par rapport à Ẹ', lorsqu'on aura posé 


q=", (8) 


en désignant par — le coéfficient angulaire de ce côté C, dont Péqua- 
tion sera : 

AE 5 A 5 U B; ! 

Ë 4 Pi B; +1 j -3 € = w. (9) 


7 1 
hé EE I 
Lyr a qa dits pP 


1 


` 


Pour avoir la valeur principale de v', il faut égaler à zéro la somme 
des termes, qui contiènnent la puissance de Ë la plus inférieure, qui 
LATE B”, . 2 ` 
sera € * PE, il faut donc égaler à zéro la somme des termes, dont les 
exposants «, 5 correspondent aux points, qui se trouvent sur le côté 
C, ce qui nous donnera l'équation: 


. ER NE a i T NaS 
Aag, + > Apg Fean Bp #+1—= 0, (10) 


En réjétant la solution v'=0 comme étrangère à la question par la même 


s eA » . ‘nl 
raison que plus haut, nous pourrons diviser cette équation par v +1, et 
alors elle prendra la forme: 


' ' ! ' e UE 1 
A, DH 41 +> Asg GT T r Agi 
thi 


Ht 
AipaPiga 


Ed à À (11) 


*) Par rapport à la première de ces équations il est important de remarquer, 

AA PET FA i p f 
que s’il lui satisfait une valeur du radical v = V À, toutes les autres valeurs du même 
radical lui satisfairont aussi, À étant le même. En effet, toutes ces valeurs se distin- 


guent l’une de l’autre par le facteur <f [d’après (16) $ 24], qui ne peut pas entrer 
dans les équations (7), car celles-ci sont tirées au moyen des opérations rationnelles 
d'autres équations qui ne contiènnent pas cette quantité. llsuit de là, que f, (x, y, v) ne 
contient que les puissances de avec les exposants multiples de p, comme la première 
des équations (7) et parconséquent ne dépend que de v? =à. 
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Mais © y étant une fraction irréductible, il suit de l'égalité (9): 


f—B=Ke, 
(12) í n Pa aa k'p': 
et 
B, TS k; 3 
(13) | A piai oy f 
« Te Va ES TE 
en retranchant les dernières de ces équations l’une de l’autre, on aura: 
(14) a'— aps = (kp —#) p'; 
à laide de ces égalités, en posant 
(15) 7 pea Ki 
(16) Dic Aep ARREA ghk Mk, 4 à 


hs 
nous réduirons l'équation (11) à la forme: 
(17) À Pet à 


À chaque racine À de cette équation il correspondra d’après (15) p' 
valeurs de v de la forme: 


, EPA | 
(18) vy — €? VY, NR e D 1) 
cad pe 1 ; 
où e— e? , et parconséquent p' valeurs approchées de 1, savoir: 
` 4 RRES p’ 
(19) MEE 


alors que les valeurs précises seront données par la formule: 


(20) n= (+7) ET. 

Si l’on porte cette valeur dans la formule (5) du $ présent, on aura 
21) n=(o,+ (0, +0) Et )E" 

mais par (4) de ce $ on a: 

(22) per; 

en portant cette valeur de ¢' dans (21) et en ouvrant les paranthèses, on aura 


œ'+o 


(23) n=v + (v, Hds 2, 


www.rcin.org.pl 


$- 26, 29. Chapitre I. 43 


"où j=0, 1, 2,...p— 1 *); j=0,1,2,...p—1, ainsi que cette for- 
mule donnera pp valeurs pour n, et parconséquent pour y=b-+1. Ces 
valeurs forment un groupe de pp éléments, car le second terme de cette 
formule ne reprend sa valeur primitive qu'après les pp tours, après 

| AR | 
lesquels reprendra sa valeur initiale aussi le premier, car Ẹ? =¢?PP', 
On le démontre. pour la partie principale des valeurs de n, aussi bien 
que pour les valeurs complètes de la même manière comme en $ 24; 
pourquoi nous ne nous en arrêterons pas. Quant au nombre de ces 
groupes d'ordre pp, il sera égal au produit du nombre des racines 
simples de l'équation L, =O par l’exposant de la plus haute puissance 
de À—v" dans la première des équations (7) du $ présent, car chaque 
racine simple de l’équation L,—0 pourra se combiner avec chacune des 
racines de l’équation cité tout à l’heure, et cela pour chacun des points 
analytiques, représentés par les deux dernières équations du système 
(7). Pour la racine de multiplicité r-ième de l'équation Z,—0 on a 
besoin d’une nouvelle approximation, c’est-à-dire, on a besoin de trouver 
la valeur principale de ” dans la formule 


n= wH”, (24) 


représentant la valeur complète de n° pour chaque valeur de v, qui 
correspond à la racine de multiplicité r'-ième de l'équation L;=0. Mais 
pour cela il faut montrer auparavant, dequelle manière peut-on savoir, 
pour lesquelles des solutions de système (2) du $ présent l'équation L,—0 
en À aura des racines multiples, poyr lesquelles elle n’en aura pas. 

29. Nous allons chercher par la méthode du plus grand diviseur 
commun, en prenant À et v pour les inconnues et x et y pour les 
quantités données, les solutions communes des deux équations 


Ly=0, (1) 
dL,, 
eu =0; (2) 


d’après le théorème de Labatie elles seront représentés par les paires 
d'équations suivantes: 
ARAS ESI | 


falz Y, v) — 0, | . (3) 


où les valeurs de x, y, v doivent satisfaire au système d’équation (7) du 
$ précédent; par cette raison on cherchera les solutions communes aux 


*) Voir la remarque plus haut. 
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équations /,(&,y,v)=0 et f,(x,7,v)=0, en prenant v et y pour les’ 
inconnues, et d’après le théorème de Labatie on les représentera par 
les paires d'équations de la forme: 


INC Y,v)=0, 


(4 | 
) 2,(%; yY)=0, 


où æ et y doivent satisfaire aux deux dernières des équations (7) du 
$ précédent; pourquoi on cherchera les solutions communes aux équations 
P.(x,7)=0 et &,(x,y)—0; d’après le même théorème on les représentera 
par les paires d'équations de la forme: 


P, (x, y) =0, 
(5) i V(x) = 0, 


où æ doit satisfaire à la dernière des équations (7) du § précédert; 
pourquoi on cherchera le plus grand diviseur commun de %,(x) et 4, (a), 
soit (x): 

(6) __ 8&@)-D(4@,4(4); 


alors les solutions communes des équations (1) et (2) en À’ pour Es 
valeurs de x, y, v satisfaisant aux équations (7) du $ précédent, serait 
représentées par le système suivant de quatre équations: 


| J(&y, v, Kae; 
fala, Y, v) =0, 
Ne | Zeno, 
(x) — 0: 
+ 


Les trois dernières de ces équations caractérisent ceux des. poini, 
caractérisés par les équations (7) du $ précédent, pour lesquels l'équatiois 
L,=0 en À a des racines multiples; celles-ci elles mêmes sont donnés 
par la première de ces équations, pour les valeurs de x, y, v, satisfaisant 
aux trois de dernières ces équations (7). Pour avoir ceux des points caracté- 
risés par les équations (7) du $ précédent, où l'équation L,=0 n’a que ds 
racines simples, il faut éliminer des solutions du système (7) du $ précédet 
les solutions des trois dernières des équations (7) du § présent. Si Pa 
désigne par 9(x) le plus petit multiple des toutes les O(x) [pour la mêne 
équation supérieure en (7)], alors les solutions du système (7) du $ précédeit 
qui en restent après la dite élimination des solutions des trois dernièr:s 
des équations (7) du $ présent, seront représentées par les systèmis 
suivantes des trois équations: 


; CZ Y, v) =; 0, 
(8) P,(x, y) = 0, 
bila) 9(x) = 0; 
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K filthy ; 
P(x, y) : P(x, y) — 0, (9) 
(x) — 0; 


fie, y, v): f(æ, y, 0)=0, 
D(z, D—0, (10) 
Q(x) — 0. 


Par rapport à toutes ces groupes d'équations on peut faire la même 
remarque, que nous avons fait au $ 28 par rapport à l'équation (7), 
savoir, qu’elles ne dependent effectivement que de v”’—à, car elles sont 


satisfaites par toutes les valeurs du radical VA pour la même valeur 
de À; par cette raison on peut parler du degré de ces équations par 
rapport à À. Alors d’après la remarque faite à la fin du $ 28 le nombre 
des groupes circulaires d'ordre pp sera égal à la somme des produits 
du nombre des racines simples de l'équation L,=0 en À par l’exposant 
du degré de la première équation de chacune des trois systèmes d'équations 
(8), (9) et (10) par rapport à À, et cela pour chaque point analytique 
representé par la paire des deux dernières des équations du même 
système. 

Pour les solutions, representés par le système (7) du $ présent, on 
a besoin d’une nouvelle approximation, troisième; mais pour cela il faut 
Connaitre auparavant le degré de multiplicité de chaque racine multiple 
de l'équation L',=0; comment peut on l'atteindre, — il sera montré au 
$ suivant. à 

30. Pour déterminer le degré r’ de multiplicité des racines À de 
l'équation L,—0, déterminées par le système (7) du $ précédent, nous 
allons chercher pour lesquelles des valeurs de x, y, v ces valeurs de À 
satisfont à la première, aux deux premières, aux trois premières, enfin 
à toutes les équations de la suite: 


= 0, á 0, her Ta (1) 


Comme ces équations sont de la même forme que la première des équations 
(7) du $ précédent, alors, en joignant au système cité la première des 
équations (1) savoir: 

| PL, | 
PT Ha (2) 
nous allons chercher, comme dans le $ précédent, pour lesquelles des 
solutions de ce système (7) elle est satisfaite. Ces solutions seront repré- 
sentées par les systèmes des quatres équations de la même forme que 
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le système (7) du $ précédent lui-même. Soit l’une d'elles representé par 
le système: 

T (e, Yy, 0, NS 0, 

ha(®, y,v) = 0, 

(z, y) — 0, 

Q'(x)=0; » 


(3) 


en éliminant ces solutions des solutions du système (7) du $ précédent, 
nous représenterons les solutions de ce système, qui caractérise les points 
analytiques, où l’équation L, =0 n’a que des racines doubles, par les 
systèmes suivantes des quatre équations (où d'(x) désigne le plus petit 
multiple commun de toutes les 9'(x), se rapportant à la même équation 
supérieure du système) : 

f(e, Y, Y, K)=0, 

ACAUR ,)=0, 

(z, y) —0, 

Q'(x): 8 (x) —0: 


J (x, y,v,K)—=0, 
fa(&, Y, v) = 0, 

P (z, y) : Bx, y) = 0, 
Blw 


f(e, Y, v, X’) FP 0, 
fal, YY) fa, Yv) = 0, 
P(x, y) — 0, 
0 (x) 0; 
| fla, Y, v, À’) : f(e, Y, , À’) ra 0, 
(7) ft, Y,v)— 0, | 
D, (x, y) = 0, 
Ge) = 0. 


(4) 


(5) 


(6) 


En joignant à chaque système des équations (3) la seconde des équatiois 
(1), savoir: 


BL, 
(8) — 


PUS , 

et en traitant de la même manière le système reçu ainsi, nous repr?- 
senterons les racines triples ì' de l’équation L,=0 par les systèmis 
semblables aux systèmes (4)—(7), et les racines de la même équation d’ue 
multiplicité plus grande par les systèmes de la forme (3). En joignant à 
ce système d'équations l'équation suivante de la suite (1) et en traitait 
le nouveau système de la même manière, nous arriverons enfin, en col- 
tinuant de le faire, à représenter les racines À de l'équation L,=0 te 
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multiplicité r-ième par les systèmes d'équations de la forme (3), tandis 
que les racines de multiplicité inférieure seront représentées par les 
systèmes de la forme (4)—(7). 
31. Soit | 
f(e, Y, v, A) T 0, 
f (£, y, v) =0, 
(x, Y= a) 
Q'(x) — 0 


un des systèmes qui déterminent les racines À de l’équation L,=0 de 
multiplicité r'-ième. Comme on a À—v”", on pourra représenter ce système 
sous la forme: 
f(e, RA aa e 0, 
f (æ, y,v)=0, 
| P'(x, y)=0, @) 
O'(x)= 0. 


Pour une racine À de l’équation L',—0 de multiplicité r -ième la quantité 
n aura r valeurs approchées de la forme (8) $ 28 égales entre elles; 
on aura donc besoin d’une nouvelle approximation, troisième. Dans ce 
but nous poserons: 

p=; (3) 
alors nous aurons d’après (24) § 28: 


n=(v+n)e", (4) 
où v' est l’une des p valeurs de y \', et À la racine r'-ième de Péquation 
L,=0, parconséquent l’une des solutions du système (1); en introduisant 
les variables €” et n” à l’aide de (3) et (4) dans l'équation (6) du $ 28 
(sans les termes, dont les coéfficients A'ya sont égaux à zéro en vertu 
des équations (7) § 28), on aura, après avoir disposé le résultat suivant 
les puissances des nouvelles variables, Péquation de la forme: 


DAorgrn t? —0, (5) 
| 


dont les coéfficients A,rg seront les polynomes en v ayant pour ses 
coéfficients les fonctions linéaires de A,g, qui sont les polynomes en v 
avec des coéfficients fonctions linéaires des Aag, parsuite des fonctions 
rationnelles de + et de y. Pour quelquesunes des valeurs de x, y, v,v, 
satisfaisant aux équations (2), quelquesuns des coéfficients Aag peuvent 


sannuler; pour les trouver, ces valeurs des variables z, y, v, v', nous 
alons chercher les solutions communes du système composé des équations 
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(2) et de ceux, qu’on aura en égalant à zéro certains coefficients choisis 
parmi les À... dans l'équation (5). Soit 


PACA Y, v, v)—0, 

fı (&,y,v)=0, 
6 i 
iy Dæ, 1) —0 

©;(z')=0, 
l’un des systèmes qui donnent les valeurs cherchées des variables ; alors, 
en supposant qu'on a. donné aux variables x, y, v, v dans l'équation 
(5) les valeurs satisfaisantes à ce système (6) d'équations, nous saurons 
les termes qui restent dans l'équation après avoir réjété ceux, dont les 
coéfficients sont nuls, et parconséquent tous les exposants æ’, B”; nous 


pourrons donc construire la ligne polygonale P” et pour chacun de ses 
côtés, comme C, l'équation: 


(7) L;;=0, 


du degré k,, par rapport à À", où 


(8) 3 À = v” 8) 
si l’on pose 
(9) newe", 


11 [j 
Byr pm» By q" 
"TAR +1 
(10) DT nt er ns 


Wigan P" 

ay By étant les coordonnées de l'une extrémité du côté Cyn et a, Bugi 
celles de l’autre. Ici nous pouvons, de même que cela était fait par nous 
à la première et à la deuxième approximations, séparer des solutions du 
système (6) d'équations celles, pour lesquelles l'équation (7) en à” maura 
que des racines simples; ces solutions seront représentées par les systèmes 
de quatre équations de la forme (4)—(7) $ 30, tandis que celles pour 
lesquelles la même équation aura des racines multiples — par un système 
des quatre équations de la forme (3) du même $ 30. Pour les premières 
la troisième approximation suffira pour répartir les valeurs égales de y en 
groupes circulaires, car la valeur bikea de y aura la forme: 


EA gP’ -i (p'a +g')p"'- shr: 
(11) NL r4 vE TERAN: CT AR 


où v désigne l’une des p valeurs V À pour la même valeur de à, v' l’une 
_des p valeurs de VX À pour la même valeur de ì', v" l’une des p” valeurs 
de 724 pour la même valeur de À”. Chaque valeur de l’un de ces 
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radicaux pouvant se combiner avec chacune des deux autres, le nombre 
des valeurs de n, représentées par la formule (11) pour les valeurs 
choisies de À, À, À”, sera égal au produit ppp". Après avoir réduit 
tous les exposants dans la formule citée au même dénominateur ppp", 
on verra de suite, que chacune de ces valeurs de n ne reprendra sa 
valeur initiale qu'après les pp'p" tours faites par Ë autour de sa valeur 
nulle; après un moindre nombre des tours elle se changera en une 
certaine autre d’entre elles; on pourra donc les placer dans un tel ordre, 
que chacune d'elles sera changée en la suivante, et la dernière en la 
première, lorsque £ décrira un cercle infiniment petit autour de sa valeur 
nulle (comme en § 24); ces valeurs forment donc un groupe circulaire 
d'ordre pp'p". Il y aura autant de ces groupes, qu’il y a d'unités dans 
le nombre égal au produit du nombre des valeurs de À par le nombre 
des valeurs de à' pour chaque” valeur de À, puis par le nombre des 
valeurs de À” pour chaque combinaison des valeurs de À et de À!. 

La remarque faite au $ 28 s'étend aussi sur les équations (6): elles 
ne contiènnent aussi que les puissances de v avec les exposants mul- 
tiples de p, les puissances de v' avec les exposants multiples de p', ainsi 
que les premiers membres de ces équations on peut envisager comme 
les fonctions de à et À. Alors si p. est le degré de la seconde des équations 
(6) par rapport à À, œ, le degré de la première de ces équations par 
rapport à À, v, lè nombre des racines simples de l'équation L,—0, le 
nombre des groupes circulaires d'ordre ppp" formées des valeurs de y 
représentées par la formule (11) sera égal à 


BV. nes 


Nous aurons le nombre de toutes les groupes circulaires du même ordre 
en tous les points analytiques, représentés par les deux dernières de 
équations (6), en multipliant ce nombre (12) par le nombre des points 
analytiques, représentés par cette paire d'équations, le nombre, qui sera 
égal au produit d’exposant du degré par rapport à y de la troisième de 
ces équations (6). par l’exposant du degré par rapport à x de la qua- 
trième de ces équations. 

32. Dans le cas, où l'équation L, =0 aura des racines multiples, on 
aura besoin de la quatrième approximation, qui nous aménera aux 
mêmes opérations. La marche à suivre en ces opérations s’est déjà assez 
bien montrée dans les $$ précédents pour qu’on aurait besoin d’en 
assister davantage. En continuant ces opérations, s’il se présentera la 
nécessité des approximations ultérieures, on arrivera enfin infailliblement 
à une équation L,—0 en à”, dont toutes les racines seront simples, 
et alors seront connus les nombres et les degrés des tous les groupes 
circulaires en chaque point analytique singulier, et parconséquent le 
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nombre w [(7) § 20]. Les systèmes, qui caractériseront chaque point 
singulier, seront composés toujours de plusieures équations avec les 
inconnues %, Y, 0, v,. D ği dont le nombre dans chaque équation ira 
en décroissant de la AEEA équation à la dernière d’une unité, Ia 
dernière des variables de chaque équation n’entrant plus dans les équations 
suivantes. Si les exposants des degrés de ces équations par rapport à celle 
des variables Av, A' =o”, .. A0 Po" -9P (car pour ces équations 
la remarque du § 28 aura lieu aussi) qui n'entre pas dans les équations 
suivantes, seront p,u',p’,...u""), et le degré de l'équation L‘},=0 par | 


rapport à A—w0?" sera p”), le nombre des groupes circulaires de l’ordre 


(1) ppp... pr) pin 
sera égal au produit 
(2) ppp.. po—Dut, 


et pour tous les points singuliers de la même cathégorie leur nombre 
sera égal au produit de ce nombre (2) par le nombre des points singuliers 
de la cathégorie considerée, qui est égal au produit de l’exposant du 
degré de l’avant-dernière équation par rapport à y par l’exposant du 
degré de la dernière équation par:rapport à*x. Les valeurs de y, formant 
un groupe circulaire, seront représentées par la formule: 


p'a+ (m'g tgp" + a" br 
(3) y= b+oËr ut PPT LUE PP?" +... + (00 nt })E pp?" P0), 


Q, étant une fonction entière de tous les p et q accentués antérieurs, 
qu'on calcule d’après la même règle, que les numérateurs des exposants 
précédents, et qui consiste en ce, que le numérateur d’exposant qui 
précéde immédiatement, est multiplié par pø avec l'indice suivant et 
puis augmenté de la quantité q correspondante, ainsi: 


Q= (C ((ap+4)p"+a")p"+a" EE mp DE. + 
(4) 
n +) ptdr | CE 


De la formule (3), où v doit prendre chacune des valeurs de VA, À 
v chacune des valeurs de VX, v" chacune des valeurs de VX \',... enfin 
(0? 

v” chacune des valeurs de V) 0), pour un système déterminé des valeurs 
de À, À’, À"... À" choisies dans leur totalité en nombre (2), il est visible 
de suite, que chaque valeur de y ne reviendra à son état primitif qu'après 
les pp'p"...p® tours faits par Ẹ autour de sa valeur zéro; pour un 
nombre inférieur des tours elle se changera en une autre de même 
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groupe, de la sorte, qu’elles pourront être disposé dans un tel ordre, que 
chacune d’elles se changera en la suivante et la dernière en la première ; 
d’où il suit que celles, qui correspondent au système choisi des valeurs 
de À,X,...A09 forment un groupe circulaire de l’ordre donné par la 
formule (1), et que le nombre de ces groupes sera donné par la 
formule (2). 

33. Pour la détermination du genre de la surface de Riemann il 
était non seulement indispensable, mais aussi suffisant de connaître le 
nombre et les degrés de toutes les groupes circulaires en chaque point 
analytique singulier; mais pour la construction de la surface de Riemann 
celà n'est pas encore suffisant: il faut savoir encore desquelles des 
valeurs y”, y”, ... y de la fonction y pour æ—x"° (2° étant un point 
ordinaire), sont les éléments de chaque groupe circulaire, en chaque 
point singulier, des prolongements analytiques. Pour cela il faut connaître 
les valeurs de x et de y en ces points déjà avec une grande approximation. 
Les paires des équations, par lesquelles elles étaient représentés dans 
les $$ précédents, rendent ce problème plus facile. Des valeurs précises 
on n’a pas besoin, pour reconnaître desquelles des quantités y”, a Aa y® 
sont des prolongements analytiques les éléments, qui se permuttent 
en l’ordre circulaire, lorsque æ% décrit un cercle infiniment petit autour 
du point singulier considéré: il suffit, si l’on peut rendre l’approximation 
aussi grande qu'il le faut; alors, en calculant avec la précision pas 
moindre de celle-ci les prolongements analytiques de y? y? ... Y®, nous 
serons en état de repondre à la question, lesquelles de ces prolongements 
analytiques forment le groupe circulaire, et en quel ordre elles se per- 
muttent autour du point consideré *). Cela fait pour chaque point singulier, 
on pourra construire du moins approximativement les points hélicoïdaux 
et les lignes de passage. 

34. Pour le calcul des prolongements analytiques des valeurs de y 
au point v=% il faut recourir au développement des fonctions en séries. 
Pour des points analytiques ordinaires on pourra le faire, en développant 
la fonction y suivant les puissances de æ par la série de Taylor; de cette 
manière on aura aux environs du point (x,,7,), le développement suivant: 


Y=Yo+ V0 (Et) +15 Vo — 20) +. (1) 


Si l’on représente æ — x, par une série convergente, disposée suivant les 
puissances croissantes entières et positives d’une variable auxiliaire t, 
qui devient égale à zéro pour {—0, on aura en portant cette série dans 


~ 
vd 
*) On trouve un nombre suffisant d'exemples pour celà dans la Théorie des ne NS 
fonctions elliptiques par Briot et Bouquet, 2-e éd. 4°. Paris 1875, p. 57 et les ~ ; A 
suivantes. Y ®© 
PF 4* Vu EN 
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la série (1), les variables æ et y exprimées toutes les deux par les séries 
disposées suivant les puissances croissantes entières et positives de £: 


(2) x =x; + 18,(1), 

y =Y + tP), 

où le P allemand désignera toujours, d’après Weierstrass, une série disposée 
suivant les puissances croissantes entières èt positives de la variable 
(Potenzreihe). Aux points de ramification la série de Taylor n’est pas 
applicable; mais pour de tels points aussi on peut trouver des expressions 
analogues au (2). Si lon pose dans la formule (3) § 32: 


ET ppp"... p) 


(3) LA ; 
et porte les expressions reçues dans les formules z2—=a-+€, y—b+n, on 
aura une telle paire des fonctions: 


piapia": “ .p®) 


& = a+ 


per r" t es p'O) (ap! + gpp” oa p) 


? 


-| 


(4) y=b+ 
f peo (ar +g)p+g!)p".. ape Terany 1°) 00 


Q, étant donné par la formule (4) $ 32. Ici 1°, en reprenant sa valeur 


initiale en même temps que £", sera développable en une série suivant 
les puissances croissantes, entières et positives, de EO, Les formules (4) 
donnent donc æ et y développés en séries suivant les puissances croissantes 
entières et poisitives de qui seront convergentes pour les valeurs de 
EO suffisament petites. Elles resteront convergentes, si l’on y remplace 
Eu) par son expression par la variable auxiliaire € en forme d’une série 
disposée suivant des puissances croissantes, entières et positives, de cette 
variable: P(t). Mais lorsqu'au point analytique ordinaire une paire des 
fonctions de la forme (2) (Funktionenpaar) représentait l’élement d'image 
algébrique, il en faut plusieurs au point de ramification (x—a, y—b), 
car la paire (4) est le représentant de toutes celles, qu’on aura, en 
donnant à v,v',0",.. .v®? toutes leurs valeurs. On appelle pour cela ces 
lieux de l’image algébrique les lieux à plusieurs éléments (mehrelementige 
Stellen; Nôther, Weierstrass). — La représentation des éléments d’un image 
algébrique par des pareilles paires des fonctions joue un rôle important 
dans la théorie de Weierstrass dans son propre exposition, où toutes les 
démonstrations sont fondées sur une pareille représentation des éléments 
d’un image algébrique*). Nous n’aurons besoin d’une pareille représenta- 


*) Voir: Biermann. Theorie der analytischen Funktionen. Leipzig 1887, p. 205 et 
les suivantes. Aussi: K. Weierstrass. Mathematische Werke. Bd. IV. Berlin 1902. 
Vorlesungen über die Theorie der Abelschen Transcendenten. 4°. 


* 
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tion que très rarement, pourquoi nous ne voulons pas entrer en plus de 
détails sur ce sujet. 

85. Le nombre Næ des lacets binaires au point de ramification 
(a, b), ou, ce qui est la même chose, le nombre Jui équivalent des points 
doubles, autour desquelles seulement deux des valeurs de y s’échangent 
entre elles, (le nombre égal, rappelons le, au celui des transpositions, 
auxquelles est équivalente chaque substitution décomposée en circulaires), 
dans le cas, où les équations L,=0 n’ont, pour tous les côtés du polygone 
P, que des racines simples, sera donnée par la formule: 


h—1 


N o» 2h 1 ), (1) 
pes 


car pour le côté C, nous aurons k, groupes circulaires d'ordre p, On peut 
Texprimer, ce nombre, encore autrement: 

h—1 h—1 h—1 h—1 h—1 . 

Nar = DEp Bk = (-,)—2E, =a — Dh. (2) 

i—0 i—0 —0 i=0 i—0 
La dernière formule peut être reçue aussi par ce raisonnement: «p des 
valeurs de y deviènnent égales; donc les «& lettres, dans la substitution, 
appartenant au point de ramification considéré, se repartissent en k. groupes 
circulaires d'ordre p,, où i=0, 1, 2,...hk—1; le nombre des transpo- 
sitions équivalent à un groupe circulaire d'ordre p, est p,—1; tel est aussi 
le nombre des lacets binaires, si l’on rejette celui, qui remplace la dernière 
lettre du cycle par la première; parconséquent le nombre total des lacets 
binaires pour le point (a,b) est égal au nombre des transpositions équi- 
valentes, lequel est égal au nombre des lettres de la substitution moins 
le nombre des groupes circulaires, desquels elle est composée. — Dans 
le cas, où l’on a besoin des plusieures approximations consécutives, la 
formule, qui donnerait le nombre des lacets binaires au point de ramifi- 
cation consideré, reçoit-on d’une manière la plus facile par le raisonne- 
ment suivant, du à Briot *). : 

Dans ce cas aussi le nombre des lacets binaires sera égal au nombre 
des valeurs de y qui deviènnent égales au point consideré, moins le 
nombre des groupes circulaires, sur lesquels se répartissent ces valeurs 
égales de y. Maintenant à chaque racine simple à” de l'équation Ly=0 
il correspond un groupe circulaire d'ordre pp'p"...pl), comme nous 
l’avons vu au $ 32; quant au nombre des racines simples de cette équation, 
il est égal au degré de l’équation moins la somme des ordres de multi- 
plicité de toutes ses racines multiples; cette somme est égal à la somme 


des degrés de toutes les équations de l’approximation suivante: LED —0 


*) Briot. Théorie des fonctions abéliennes. Paris 1879, $ 12, p. 19. 
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< . 1 . . es A 
par rapport à la variable “ i correspondante, comme il suit des considé- 


rations des §§ 24— 31 (voir les équations (8) § 24, (11) § 28), et la 
somme des degrés des equations qui correspondent au même polygone 
PU est égale à a! 7? (v. la formule (2) du $ présent); parconséquent 


le nombre total des groupes circulaires de l'ordre pp'p'...p" au point 
(a,b) sera égal à 
(3) Zeus, 


où la première somme s'étend à toutes les équations de l’approximation 
r—-1-ième et la seconde à toutes les équations de l’approximation sui- 
vante. Ainsi le nombre de toutes les groupes circulaires formés des valeurs 
de y qui deviènnent égales à b pour æ—a, sera donné par la formule: 


CE k —Y,«) + pA Da) +... + 
Es HN RE ee Age +», te 


si l’on avait besoin de g approximations successives, — où les sommes 
X se rapportent à tous les côtés de la ligne polygonale P; X, à tous 
des (P, P'); E, à tous des AE P', P");...enfin L,_1 à tous des 
(P, P,P'...P%-1) Si l’on retranche ce epa Si du nombre +, de 
toutes les valeurs de y, qui deviènnent égales à b pour za, on aura 
le nombre cherché de tous les lacets binaires au point (a, b): 


Nai =at 2 +2, ui + Cris p 2, % re 
“EX -È k- K- jiria Ep pa 


36. On appelle suivant Briot le degré du point analytique l’exposant 
de la puissance de æ—4a—Ë qui entre comme facteur dans le discrimi- 
nant. Pour déterminer ce degré, il faut revenir à légalité (6) § 5, qui 
définit le discriminant, et aux formules des $$ précédents, qui expriment 
_les approximations consécutives de y. Dans légalité (6) $ 5, définissant 
OF (x, y) 

dy 


(4) 


(5) 


le discriminant, entre le produit ER; (x, 9)=T1I- , que nous allons 


maintenant discuter. La substitution v=a+t, y--b—1n, n—v£" ramène 


la fonction F (z, y) d’après le $ 24 à cette forme: 
(1) F(z,y)=F(a +t, bhot”) =t HT Go); 
en différentiant cette égalité par rapport à v, on aura: 


(2) OF(2,y) dy _ ap +p, F, Eo), 


dy D.” du." 
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mais On à 


r, ac pe). 
ne (3) 


en divisant par cette sl la précédente, on aura: 


dF(x, ! FO oF (E, v) 
TI (a, —1)e +B; En (4) 


Le produit des facteurs du discriminant, qui se rapportent à la valeur 
de y=b pour z=4, prendra en vertu de légalité (4) la forme: 


ge 
pren p ADH orea (8) 
OY n dU 
car v a kp valeurs, aux quelles correspond le même facteur ei eE 
Mais d’après (10) $ 24 a — a = kp, et Bii — B= kig; en vertu de ces 
égalités on pourra transformer lexposant de £ dans la formule (5) de 
cette manière: 


h—1 h—1 
Dkp [(«;— 1) e+ A =D [(«,— 1)q + B,p] = 
i=0 i==0 
h—1 
= ZI ii — B,)(a,— 1) + B (u — aa) = 
h—1 (6) 
=D Gp Pat B~ Biga) a 
i=0 
h—1 


z: Dhi —Ba,,1) — Ba; 


ce nombre nous désignerons par D,, pour abréger, ainsi qu'on aura 


h—1 
Do =D (Py si Bit 4) — fy (7) 
t i=0 
En portant celà dans légalité (5) nous aurons 
dF(æ,y) _ a 0F, z v) 
HE Fi Me ES (8) 


Tel sera le degré de £—zx—a dans le discriminant, lorsqu'il suffira 
d’une première approximation pour répartir les valeurs de y, égales à b 
pour =a en groupes circulaires; car alors le produit à droite en (8) ne 
contiendra aucune puissance de £ en facteur; mais il en sera autrement, 
si l’on aura besoin d’une deuxième approximation pour la répartition des 
valeurs de y en groupes circulaires: alors ce produit contiendra une 
puissance de ¢ en facteur. Pour la deuxième approximation nous avons 
posé [$ 28]: 
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(9) Er 

(10) v=v +), got; 

où v, désigne Pune des valeurs approchées de v; alors on aura: 

(11) Feot” HEP Ev’). 


En différentiant cette égalité par rapport à v', on aura: 


(12) dF; (E, v) 3 D iT pad +6; OF, (E'su'), 
dv np dv! ? 
mais on à 
A à NL... Pari. 
(18) se 


en divisant par cette équation la précédente, on aura: 


DF E, v) p (op —1) p +H By OFE 0") 
(14) a Ft di | 
D'après celà on aura: 
OF, (E,v 15 pku p'| (au —1) p! Bi 0F,(E,0!) 
(15) y Re p p'a ) e LL Rod 


car v, a p valeurs et v k/p' valeurs, aux quelles correspond le même 
facteur en (14). Mais pour un seul des polygones P' on a: 


2, bp (@r--De+p)=Z,k((@—1)9+fBrp)— 

- > (Br T Brang) TR By = Dab, 
où la somme s'étend à tous les côtés d'un polygone P' déterminé, tan- 
disqwen (15) elle s'étendait à tous les côtés de tous les polygones P. 
Ayant égard à l'égalité (9) et en portant la valeur de l’exposant de £ 


de l'égalité (16) en (15) et de là en (8), nous aurons dans le cas, où il 
suffira de deux approximations successives: 


(16) 


(17) ED- Pat aT] i al 

Quand on aura besoin d’une troisième approximation, on posera [$ 31]: 
CR EE 

(19) Dep, waoe", 


v, étant Pune des valeurs approchées de v', et de la même manière 
qu'auparavant on aura: 


19 PACS ES US CCD) 


WwWw.rcin.org.pl 


$ 36, 37. Chapitre L 57 


d’où l’on tirera, en différentiant par rapport à v” et divisant le résultat 
par la dérivée de v' par rapport à v": 


dF, TER Li EAE s 


Es "Ci n— 1)p"+ 8, g” ÒF, pa v") 
ow! 


(21) 


Le facteur à droit sera le même pour les pp' combinaisons des valeurs 
de v, et de v; et pour k", p' valeurs de v’; donc on aura 


DLL p Dop hop (Go D W" Bir) TR E0) : 
dv! Pa C (22) 
pii. Ea g CEA EG, v") *) 
et parconséquent 


0F(x, Y) +29, +29, o F ($" 107) 
TI “EL Pa FAP ù 2 (23) 


En continuant ces considérations, on arrivera dans le cas, où l’on aura 
besoin de g approximations successives, à cette égalité: 


LS = Pa pp me T 


dy HET? Ge 
où l’on a posé pour abréger: 
D, =D + D Du 3 Fe WOT E D. (25) 


Ce nombre D, est l’exposant du degré du point analytique æ—a, y=b. 
Ici les signes des sommations s'étendent à tous les polygones subordonnés 
jusqu’à celui, qui a le même indice avec le signe de la somme. 

37. Retranchons maintenant le nombre N,, du nombre D; la diffé- 
rence sera un nombre pair, comme on le verra plus loin; ce nombre 
est d’une grande importance dans notre théorie, pourquoi nous voulons 
nous arrêter un instant sur sa considération. 

En effectuant la dite soustraction, on aura: 


Do Na = 
=D ot Dk- 
+2,9» D, o HDA + 
io Da- Aa +2 À + 


4 be + nos >d ba Le au 


Mais on a, en désignant par X, la sommation ne s'étendant qu’à un seul 
polygone P°: 


(1) 


*) Car en vertu de (9) et (8) on a: E"PP— EP —E, 
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| Da a+ k m 
(2) i h—1 
Al Pia Tiya B) +k] — a B= 2 An 
= 
D, — CA +2: == 
(3) ER d ! ! ! . I r g 
| TE (CAE en %44P#) F kp] TENTE: By = 22; 
I= 
í DOYL r Y Le Le 
ab 0 g—i S, 
| LE | 
MES (g—1) ng—i) aw—1) (g—1) (g—1) 
te) | i% A > Er pman + ER tioii varps Ke | 
OR) 
(g—1) (9—1) (—1), | k 
| a on 2% 
où les 2%, 2%,,... 2U%7° ne sont pour le moment que des signes 


abrégés pour les expressions à gauche, qui sont évidement des nombres 
entiers; mais on verra plus loin que ce sont en effet des nombres pairs, 
car nous démontrerons plus bas qué tous les A, etc. sont des nombres 
entiers. En vertu de ces égalités, en posant 


(5) A Aat Dirt DAt o +D, 0 
légalité (1) pourra être présentée plus simplement ainsi: 
(6) MoN Aa 

d’où lon aura 

(7) Dy=Nyt24% 

L’ayant en vue, on peut présenter ainsi le discriminant: 
&) + A=[TI@-0""=[T@—0)"#(TI&—a)"*), 


les produits s'étendant à tous les points de ramification (a, b), qui ne 
-sont pas à linfini. 


En posant 
(9) V=] e-a”, 
(10) W=(T«--0“*), 
on pourra écrire plus simplement 
(11) | de FAN, 


Le premier facteur, V, Kronecker appellait *) le facteur essentiel du 
discriminant (wesentlicher Faktor), le second, W, le facteur non-essentiel 


=) Kronecker. Diskriminante der algebraischen Funktionen einer Variabeln. 
Journal de Crelle. Bd. 91, S. 301. 
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(ausserwesentlicher Faktor). M. Noether appelle le premier, V, Ver- 
zweigungsfaktor, l'autre, W, Doppelfaktor, car le premier donne, étant 
égalé à zéro, les valeurs de + aux points de ramification de le fonction 
y, situés dans le fini, l’autre est un carré parfait. Le dernier correspond 
aux points de ramification, qui s’enlèvent mutuellement, d'après l’expres- 
sion de Riemann (sich aufhebende Windungspunkte). Si l’on pose: 


N=SN., (12) 
A=% A, PE S 


où les sommes s'étendent à tous les points de ramifications (a, b), qui 
ne se trouvent pas à linfini, alors N sera le degré du facteur essentiel, 
et 2A le degré du facteur non-essentiel. Comme le nombre 


DES; (14) 


où la somme s'étend aux mêmes points de ramification (a, b), est le degré 
du discriminant A(x) par rapport à x, on aura 


D=—N+21, (15) 


[ce qu’on reçoit du reste, en sommant l'égalité (7) par papport à tous les 
points (a,b), et en prenant égard à les égalités (12)—(14)]. Si tous les 
points de ramification sont situés dans le fini de l’image algébrique *), 
alors on aura d’après le § 5 pour le degré du discriminant le nombre 
2m(n—1); donc on aura alors: 


D=2m(n— 1), (16) 
et en vertu de légalité (15): 
N+24A=2m(n —1). (17) 


Dans le cas que nous considérons maitenant, d’après cette égalité la 
recherche de lun des nombres N et A se ramène à la recherche de 
lautre. Ayant en vue que w ($ 20) désigne le nombre total des points 
hélicoïdaux simples, équivalents à la totalité des points hélicoïdaux 
effectifs de la sphère de Riemann, et qu'à un point hélicoïdal simple 
il correspond une transposition des deux valeurs de y, parconséquent un 
lacet, nous en concluons, que 


w = N. (18) 


En portant, en vertu de cette égalité, N aulieu de w, ou, d’après (T): 
A dans la formule de Riemann (9) § 20, nous aurons les deux expres- 


*) Comme on le suppose généralement dans les livres sur les fonctions abéliennes 
écrites en français. 
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sions suivantes du genre p de l’image algébrique considéré et de la 
sphère de Riemann correspondante : 


(19) p=} N—n+i; 
(20) p=(m—1)(an— 1) — À. 


Ces formules donneront de suite la valeur de p, s’il réussit de présenter 
le discriminant sous la forme (11), c’est-à-dire, le décomposer en les 
facteurs -essentiel et non-essentiel. Mais les formules à partir de la (16) 
dans le cas, où il y aura des points de ramification à l'infini — c’est 
ce qu’on reconnaîtra de suite, après avoir calculé le discriminant d’après 
la formule (6) $ 4, par l’abaissement de son degré effectif au-dessous 
de 2m(n—1)*) ne seront vraies, que si l’on ajoute aux nombres N et À, 
calculés par les formules (12) et (13), les nombres pureils se rappor- 
tant aux points de ramification situés aux lieux infiniment éloignés de 


l’image algébrique défini par l'équation F(x, y) —0, [car autrement dans 
ce cas l'équation (17) n'aurait pas lieu] et qu’on trouvera par les mé- 


*) C’est ce qu’on rencontre dans la théorie des intégrales hyperelliptiques, qui 
dependent de l’irrationalité, définie par l’équation: 


(a) y*—R(x)—0, 

R(x) désignant un polynome du degré m. Le discriminant de cette équation est: 
2 = CRE er 

(b) AE 2y, = +2 V Ra) - —2 V R(x)——AR(&); 
i= 


son degré est m; mais d’après la formule (16) du § présent il devrait être égal à 
2m, car on an —2; donc m des racines du discriminant sont à linfini. Si Pona m= 2p, 
c'est-à-dire si m est un nombre pair, à la valeur æ— correspondront deux points 
O' de la sphère de Riemann, un dans chaque feuillet, dans chacun des quels 


tomberont p— © des infinis de la fonction comme on s'en assure sans difficulté 
P— > , 


en posant areis Ces racines infinies du discriminant, £ — ©, appartiendront dans le 
cas consideré au facteur non-essentiel du discriminant. Si Pon aura m=2p + 1, alors 
il correspondera à æ — © un seul point O' de la sphère de Riemann, qui sera héli- 
coïdal; en. posant pour cela æ = 5 on verra, que pour t=O il doit être y =a"; par- 
conséquent m infinis de la fonction de y tomberont dans ce cas aussi dans le point O'. 
Mais de ces m—2p -+1 racines infinies du discriminant à son facteur non-essentiel 
appartiendront 2p— m—1 et un seul au facteur essentiel. Ainsi dans le cas de l’équa- 
tion (a) et m—2p toutes les racines du facteur non-essentiel du discriminant et dans 
le cas de m—2p + 1 aussi une racine du facteur essentiel s'éloignent à l'infini, et le 
discriminant se réduit au polynome R(x), qui est le produit des facteurs linéaires 
du facteur essentiel du discriminant, qui repondent à ses racines, situées à distance 
finie de l’origine. 

La même chose aura lieu en général pour les fonctions algébriques entières 
[§ (7)]; lorsqu'elles auront des branchements à l'infini, le discriminant aura des 
racines à linfini, et son degré sera inférieur à 2m(n — 1). 
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thodes exposées aux §ş précédents après avoir transformé l'équation 
fondamental (1) $ 4 par la substitution, rappellée à la fin du § 21. 

La méthode pour décomposer directement le discriminant en ses 
facteurs essentiel et non-essentiel a été donnée par L. Kronecker dans le 
mémoire cité plus haut. Nous l'avons exposé pour la forme (1) $ 4 de 
l'équation, dans la l-re édition (en langue russe) de ce livre, mais 
comme, nous n’en aurons pas besoin dans la suite, nous l’omettons ici 
pour passer à la demonstration de ce que les nombres Ap, X',,... AS” 
sont des nombres entiers. 

38. Il suffit évidement de le faire pour le premier de ces nombres, 
car les autres ont une expression analogue. — Par légalité (2) du $ 
précédent, nous avons 


ee aot Pr 
Aas = PAC Mer mpb) — A 


après avoir ajouté en crochets la quantité identiquement nulle 
dip iBiti — ipa Pa On peut présenter ainsi cette formule: 


(1) 


a ru ei 
Aad = y 2 Ce dy) Pay T tipa Ba B,)+ k) on (2) 
i—0 
h—1 
en ajoutant et retranchant la quantité => F2 (a, —4,,,)8, on en aura: 
re ; ao+ By 
A = D Ce “bi ) (B+ Biyi) FA B, + taB t k,) TEAR 
(3) 


Le 


= DU au) G+ Bp) +) — 


i=0 


do + By 
2 ? 


ayant en vue, que % ĝo et a,f, sont égaux à zéro, car on a f,—0, 
2,0; en retranchant de chaque facteur binôme en paranthèses une 
unité, on donnera à cette expression la forme: 


- 


h—1 


Aa = DC EM — 1) (+41 — 1) + (a — ta) + 


J (4) 
20 + Bn : 
+ (B, + Bu) a ae 1)— 2 
1 h—1 i 
d’où, comme la somme — PA (a —a;, a, = et SAMIR AERAR sera dé- 
truite par — 5 — du dernier terme, et comme en outre celà, en transportant 
AL 


811 dans le terme suivant de la somme, le dernier ~, en sortant des 
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7 
A RU + 3 ; 
paranthèses sera aussi détruit par E du dernier membre en (4), on 


en tirera définitivement: 


h—1 
(5) {y FR > E (@— Ft 1) (B,+- Pris S A 1) + k — 1) + a 


#0 


Mais le produit 
1 
(6) k FN EE 1) (RAP 1) 


représente le nombre des points (x,5) qui se trouvent à l’intérieur de 
la trapèze, dont les côtés parallèles sont les ordonnées fi et B:+1' des 
deux extrémités du côté C;, et les autres l’axe Ox'et le côté C; lui-même, 
nombre augmenté de la moitié du nombre #;—1 des points situés sur le 
côté lui-même, sans les points extrêmes, comme on le verifie aisement, 


: $ ; ; k 1 
en construisant la figure“); à ce nombre il y est ajouté encore zk 1) 


et le nombre f, des points situés sur le côté droit du trapèze; donc 


l'expression en paranthèses N représente le nombre de tous les points 
situés à l’intérieur du trapèze, sur le côté C; lui-même et sur son ordonnée 
extrême à droite, B,; donc enfin toute l'expression (5) représente le nombre 
total des points, situés sur la ligne polygonale P elle-même et au-dessous 
d’elle, à l’exclusion des points situés sur les axes Oz et O6. Ce nombre 
M est donc un entier, Cest ce qu’il fallait démontrer. Il jouera un rôle 
important dans le chapitre suivant. — La signification du nombre {x donne 
le moyen le plus simple de le trouver: on n’a que de compter les points 
situés sur le polygone P et au-dessous de lui à l'exclusion des axes 
Oa et OB. 

39. Le nombre À,, ne séra égal à zero que lorsque la ligne poly- 
gonale P se réduit à la droite joignant le point («,, 8 =0) avec le point 
(a=0, B, =1); car alors il n’y aura sur le polygone P d’autres points 
que ses extrémités, qui, se trouvant sur les axes O« et Oß, ne doivent 
pas être comptés, de même que les points situés au-dessous de lui, qui 
seront tous situés sur laxe Ox**). Et en effet, dans ce cas la formule (1) 
du $ précédent donne pour k—1: 


*) Voir: Briot. Théorie des fonctions abéliennes. Paris 1879, $ 5, p. 9. 

**) C’est ce qu’on a dans le cas hyperelliptique (voir la note du $ 37) pour les 
points de ramification, situés à distance finie de l’origine, qui sont donnés par l'équation 
R(x) = 0. En effet, la substitution: æ—a+E6, y—0—+}1 transforme l'équation: 
y? — R(x) = 0 en celui-ci: 

ct ES 
n? — R'(a) & — R'(a) ‘ar laid —R® (a) 0: 


et l'on voit de suite, que a, —2, B, =8,=1, car R'(a) 340. 
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1 a+ B — pi 
= (boat a E E E 


car on a dans le cas consideré E Ba =0, donc B.—8,—1, et par- 
conséquent en vertu de 10 $ 24 aussi 4—%k,—1. Mais on a 

OF (x,y) 
VIT TE di 


v ©t=q, =b 


A TE -(1) 
parconséquent dans le facteur non-essentiel du discriminant n’entrent pas 
seulement les facteurs correspondants à ceux des points (=a, y —b), 


pour lesquels on a: 


EN y) A (2) 


quant aux valeurs de v, qui avec les valeurs correspondantes de y satis- 
font outre des équations: 


F (æ, y)=0, (3) 
oF (x,y) _ 
ME À 0, (4) 
aussi à l'équation 
DF (x, e” 
| ea o 


infailliblement du moins le point (x—1, B=1) se trouvera sur le poly- 
gone P on au-dessous de lui, et parconséquent le nombre À, ne sera pas 
égal à zéro; pourquoi du moins un seul facteur (4 — a) entrera, et, de plus, 
élevé au carré [(8) $ 37], dans le facteur non-essentiel du discriminant. 

Ainsi un facteur non-essentiel n'apparait dans le discriminant, et, 
de plus, encore élevé au carré, que pour les valeurs de v, pour lesquelles 
toutes les trois équations (3), (4), (5) ont des solutions communes; et 
inversement, pour les valeurs de x, pour lesquelles les trois équations 
(3), (4), (5) ont des solutions communes, il apparait toujours et, de plus, 
élevé au carré, le facteur non-essentiel, qui répond à une telle valeur 
de zx. C’est sur cette remarque qu’est basée la méthode de Kronecker 
pour décomposer le discriminant en ses facteurs essentiel et non-essentiel. 
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Sur les fonctions rationnelles de la variable indépendante 
et de sa fonction implicite, définie par une équation 
algébrique irréductible donnée. 


40. Soit R(x,y) une fonction rationnelle des variables œ et y, liées 
par l’équation algébrique irréductible: 


(1) F(x, y) —0; 
sa forme la plus générale est d’après Abel la suivante: 
n—1 
f, y.) 
(2) Rs) = 2, 


où f(x,y) et (x) sont des fonctions rationnelles entières de leurs variables, 
dont la première est du degré n—1 par rapport à y. Il est évident que 
la fonction Æ(x,y) est uniforme sur la surface de Riemann, construite 
pour la fonction y de x définie par l'équation (1); mais la proposition 
inverse est aussi juste: „toute fonction z uniforme sur toute la surface 
de Riemann pour la fonction algébrique y définie par l'équation (1), 
continue et finie à l’exclusion de quelques pôles, est une fonction rationnelle 
de x et y“. En effet, en désignant pour le moment par ÿ,,Y2,...7, les 
valeurs de y, et par 2,,2,,...2, les valeurs de z (qui n'ont pas besoin 
d’être toutes différentes), correspondantes à la même valeur de x, on 
aura par la formule de Lagrange: 


EASON 
@) #=2 y—y pi) 
où l’on a fait 


(4) o(y)=TI(y —y;); 
j=1 


en développant le second membre suivant les puissances de y, on aura 
une fonction entière de y du dégré #—1, ayant pour ses coéfficients 
des fonctions symmétriques de y, qui, s'exprimant rationnellement en 
fonction des coéfficients de l’équation (1), seront des fonctions rationnelles 
de x, comme des fonctions continues uniformes de x, n'ayant que des 
pôles; donc le second membre de (3) sera une fonction rationnelle des 
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variables + et y, entière du degré n— 1 par rapport à la dernière, c'est- 
à-dire de la forme (2); c’est ce, qu'il fallait démontrer“). 

Les valeurs de x et de y, pour lesquelles, ou, à dire autrement, 
les points de la surface de Riemann, où l’on a 


R(x,y) — 2, (5) 
z étant une valeur donnée, se trouveront en résolvant le système des 


équations (1) et (5), ou, ce qui cest la même chose en vertu de (2), 
celui-ci: 


mn | 


ANE: 0, (6) 
f(x, y )—2%(x) —0 | 


D’après le théorème de Labatie les solutions de ce système seront repré- 
sentés par les paires d'équations suivantes: 


Fi(x,,2) 0, | (7) 
O,(@&2)—0, | 


dont les premiers membres sont les fonctions irréductibles de leurs 
variables dans le domaine de rationalité (x,y,z) et (x,2) respectivement, 
car on peut toujours l’atteindre à l’aide d’un nombre fini d'opérations 
rationnelles. On sait**) aussi, que le produit de toutes les secondes équa- 
tions des paires (7), c’est-à- sure 


To. 8) =0, (8) 


sera le résultant du système (6) par rapport à y; cette équation (8) 
détermine toutes les valeurs de +, pour lesquelles aura lieu l’équation 
(5), après quoi on tirera de la première des équations (7) les valeurs 
correspondantes de y. Il n’est pas cependant difficile de se convaincre, 
que toutes les fonctions O (x, 2) ne diffèrent entre elles que par des facteurs 
constants. En effet, soit y, l’une des valeurs de y, qui satisfait à l’équation (5) 
pour la valeur donnée de z et la valeur consideré de x et parconséquent 
à Pune de paire des équations de la forme (7), par exemple justement à 
équation (7): on aura alors identiquement : 


9,(&,2) = 0, | (9) 
ou, d'après (5): 


9 (x, R(&,y,)) = 0; (10) 


*) Weierstrass. Leçons sur la théorie des intégrales abéliennes (1875—1876). 
**) Serret. Cours d’Algèbre supérieure. T. I, éd. 3-me, p. 203, la formule (12), 
ou notre „Compendium d'Algèbre supérieure“. 2-e éd., p. 303 (en russe). 


ot 


M. TIKHOMANDRITZKY. 
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y, Satisfait donc à l'équation: 
(11) 0,(x,R(«,9)) 0; 


mais à cause de l’irréductibilité de l’équation (1) toute autre de ses racines, 
comme 7, satisfaira aussi à l’équation: c’est-à-dire, on aura aussi 


(12) | O,(x,R(x,y,)) AE 


æ étant un point ordinaire“). On voit donc, que si l'équation (9) est 
satisfaite par la valeur 2,—R(x,y,), elle sera aussi satisfaite par chacune 
des autres valeurs de z pour la valeur considérée de x, savoir: 


(13) 2 — R(&,y.), 2a R (2,4), Ra .8,= R(«,y,). 


Celà est vrai pour chaque valeur de l'indice 2; donc toutes les équations (9) 
pour ?—1, 2, 3,...À auront, pour la même valeur de x, des solutions 
communes, savoir (13); étant toutes irréductibles, chacune doit diviser 
toutes les autres; donc toutes ces fonctions O,(x,2) ne pourront différer 
entre elles que par les facteurs constants. En réjétant ces facteurs 
constants et en désignant les fonctions après celà simplement par O(%,2), 
on aura pour le résultant (6) l'expression: 


, À 
(14) [0 (2,2) 0. 
Donc 2 satisfait à une équation irréductible: 
(15) | O(x,5) = 0, 


— lorsqu'on a À—1, ou à l’équation, dont le premier membre est une 
puissance d’une équation irréductible, quand à> 1. 

On peut obtenir le résultant des équations (6) par rapport à y aussi 
au moyen des fonctions symmétriques, et alors on aura, d’après ce que 
nous venons de démontrer: 


| + __f8(x,2)\" 
(16) pi (2— (x, v)) = (es ) , 
en désignant par %,(x) le coéfficient de la plus haute puissance de z dans 
O(x,2), comme il suit de la comparaison des coéfficients des plus hautes 
puissances de 2 dans les deux membres de légalité. 2” étant la plus 
haute puissance de z dans O(xr,z), la comparaison des mêmes termes 
donne encore i 


(17) n= pi 
*) — une supposition, faite pour avoir des valeurs de y toutes différentes afin 


de profiter la propriété connue des équations irréductibles; du reste x pourra être 
aussi voisin d’un points singulier que l’on voudra. 


Www.rcin.org.pl 


$ 40, 41. Chapitre Il. 67 


d'où l’on conclut, que p, c’est-à-dire le nom're des valeurs différentes 
de la fonction 2=R(x,y) pour la même valeur de v est toujours un 
diviseur de n; donc, si n est un nombre premier, alors on aura toujours 
p=n. On voit encore par légalité (16), quant # n’est pas un nombre 
premier et À>1, que pour la valeur donnée de 2 il correspond à chaque 
valeur de æ À facteurs dans le produit à gauche, parconséquant À valeurs 
de y. S'il arrive, que À=1, alors à chaque valeur de x pour la valeur 
donnée de + il correspondra une seule valeur de y*): done à chaque 
paire (x,2) il correspondra une seule valeur de y, parconséquent, pour 
À 1 y sera une fonction uniforme de (x,2). Dans ce cas on n'aura q rune 
seule des équations ri (£,Y,2)=0 [(7)], qui sera d’ailleurs du premier degré 
par rapport à y; parconséquent, dans ce cas y sera une fonction rationnelle 
des variables æ et z. Ce cas À -1 se présentera toujours, lorsque » sera 
un nombre premier, parconséquent p=n. 

Si le degré de la fonction O(x,2) par rapport à x est q, alors la 
fonction Æ(x,y) aura la valeur z en qì points de la surface de Riemann; 
car il correspondra À valeurs de y à chacune des g valeurs de +, comme 
on la vu plus haut. Ce nombre 

u—=gqX (18) 
s'appelle le degré de la fonction rationnelle ÆR(x,y) de x et y. Il ne peut 
pas être en général plus petit que p +1, p désignant le genre de l'image 
algébrique (1), quelques cas spéciaux exceptés, comme on le verra 
plus loin. 

41. Le cas, où l’on a À>1, peut être ramené à celui, où l’on a À=1, 
par une transformation linéaire. Il suffit pour cela de poser 


æ—=x—hy, 

y -Y G 
ou, ce qui est la même chose, 

æ — g + hy, 

fi (2) 

Y—Y; 


en désignant par k une constante, qui doit être déterminée de la manière, 
que toutes les valeurs de z', pour lesquelles avec les valeurs correspon- 
dantes de y la fonction Æ(x,y) reçoit la valeur donnée z, soient diffé- 
rentes. Par la substitution (1) les équations (6) du $ précédent se trans- 
forment en celles-ci: : 
F(x—hy!,y)=0, 
ES PAT EN EE E EUE Lee 


*) Les divers points æ sur la surface de Riemann, où R #,y) prend la valeur z, 
ne seront pas superposés dans ce. cas. 
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en éliminant y entre ces équations, on aura d’après le $ précédent un 
résultant de la forme: 
g ,2)\ 10 


(4) Lx), 


@(x',2) étant irréductibles car, comme nous l’avons vu au § précédent, 
le résultant sera une fonction irréductible, ou une puissance d’une telle 
fonction. Mais alors z sera déterminé en fonction de æ par l'équation 
(5) | G(x',2)— 0, 

qui sera du degré y par rapport à æ, car autrement on ne saurait avoir 
pour la valeur donnée de z œ paires (x,y), où non seulement y, mais 
aussi tous les x’ seraient différents entre eux, comme il le doit être en 
vertu des égalités (2), où tous les y sont différents (car le point (x, y) 
est un point ordinaire, et À d’après la ui Spticis a reçue une telle 
valeur, qu'aucune des égalités: 


(6) t+ hy, = “à | + hy, 


ne soit pas satisfaite; ici, comme toujours, les valeurs correspondantes de 
æ et y portent le même indice); mais alors par (18) du § précédent il 
doit être À —1, car on a maintenant q = p. 

42. Prenons maintenant deux fonctions rationnelles de x et y: 


(1) s= R,(x,y), 
(2) n= R (x, y), 


dont. la première soit du degré y, la seconde du degré v dans le sens 
expliqué à la fin du $ 40. En éliminant x et y de ces deux équations à 


fad 


l’aide de l'équation (1) du § 40, on aura une équation entre ¢ et y: 
(3) $ pé, n) —0, 


qui sera du degré p par rapport à n et du degré v par rapport à £. 
Cette équation (3) sera irréductible, ou une puissance d’une équation 
irréductible. En effet, si les paires des valeurs correspondantes des vari- 
ables x et y: } 


(4) (£Y), (2a: U3): (CAR he CN (&ysYy) 
sont celles, pour lesquelles on a À,(#,y) —£; alors le produit 
(5) i II (n ne E, (x, y) 
=i A 
sera le résultant de l'équation (2) par rapport au système d'équations: 
6) | F(x,y)—0, 
| R&y—1=0 
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Ce produit (5) se réduira donc, tous les calculs faits, à la fonction ®(£,"), 
par rapport à laquelle aura lieu la proposition énoncée. Pour le démontrer, 
posons comme dans le $ précédent: 

æ—x+hy, | 

Y=Y; 
où À doit être choisi de la manière, que toutes les valeurs de chacun des 
éléments de la paire (x,,y;), pour lesquelles on a R,(x',y') =+}, soient 
différentes; alors d'après le $ précédent les variables æ et £ seront liées 
par l'équation irréductible: 


(7) 


0:50, (8) 


laquelle sera du degré y par rapport à æ, et en même temps y s’expri- 


mera rationnellement en fonction de ¢ et z', ainsi qu’on aura 
y R(x,5), (9) 


où R désigne une fonction rationnelle de ses variables. En vertu de cette 
égalité (9) les égalités (7) prennent la forme: 


xa —hR (x',5), | 10 
UE R (x',£); j 


donc x et y s'exprimeront rationnellement par æ et 5. En désignant par 
(x, y) les valeurs, en nombre p, de la paire (x,7), pour lesquelles on 
a R,(x,y)—£%, on aura d’après (10): 


x, =s, —hR(x;t), | 


t 


<a Q1 
y, = R(x;,t); j i 
en portant ces valeurs dans le produit (5), et en désignant par R(x 5) 
ce, que devient ,(x,,y,) par cette substitution, on aura d’après le § 40: 


t). 


| NL CUS 
M C #3 : (€) TEVE) ) , (12) 
— après avoir exprimé la fonction symmétrique, qui est à gauche, des 
racines x, de léquation (8) par ses coéfficients, — où 6, (£,n) est une 
fonction irréductible de ses variables. Mais cela ne sera autre chose que 
le résultant de l'élimination de z et y des équations (1) et (2) à l’aide 
de l’équation (1) $ 40; donc 


A OE, n) y» : 
Dim= e) (13) 


c’est ce, qui exprime notre proposition. En désignant par p, le degré de 
: O,(,1n) par rapport à n, on aura 
Polo = (14) 
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comme il résulte dé la comparaison des degrés de n dans les deux membres 
de l'égalité (12).—Si nous avions commencé par l’élimination de x entre 
les équations (1) $ 40 et (2) du $ présent, nous serions arrivé à la con- 
clusion, que la même fcnction @,(5,n) est du degré q, par rapport à $, 
tel, qu'on a 

(15) Goo DER S 


c’est ce qui finit à démontrer notre proposition par rapport à D(£,n). Si 
À, = 1, les nombres p, et q, seront À, fois moindre que les nombres w 


pe 


et y respectivement, et les variables ¢ et n seront liées par l'équation: 


` : 2 P:2 

(16) 6,6, n) — 0; 

parconséquent à chaque valeur de £ correspondront p, valeurs différentes 
de n, car O,(Ë,n) est irréductible, et à chaque valeur de n correspondront 
q. valeurs différentes de 5. Si l’on a À, = 1, alors il devient: p, = p, 
q=, €t les variables ¢ ct n seront liées par l'équation irréductible: 


(17) BE, n) 0. 


Dans ce cas remarquable, d’après le § 40, la variable z', clle aussi, 
s’exprimera rationnellement par ¢ et n*), et en conséquence des formules 
(10) de même les variables + et y. Ainsi dans le cas en question chaque 


paire: celle des variables + et y, liées par l'équation 


m ù 

(18) FS A=; 
et celle des variables ¢ et n, liées par Péquation: 

> V 
(S0): P(E, 1) =0, 
s'expriment rationnellement l’une par l’autre. Dans ce cas reçoit-on non 
seulement léquation (19) de léquation (18) par une substitution 1ation- 
nelle, mais aussi cette dernière équation de léquation (19) par une sub- 
stitution rationnelle. Les deux équaticns (18) et (19) seront donc ration- 
nellement-réversibles. L'ensemble de toutes les équations rationnellement- 
réversibles forme une classe d'équations. (Riemann). 

43. Toutes les équations rationnellement-réversibles définissent des 
fonctions algébriques de même genre, qui est aussi celui des surfaccs de 
Riemann correspondantes — c'est ce qui permet de démontrer aisement 
cette proposition importante. D’après la définition que nous avons donné 
au $ 14, le genre de la surface de Riemann, répondante à l'équation 


F(x, y)=0, est le nombre le jlus grand des courbes fermées, qu'on peut 


*) L'équation (12) étant le résultant de n— R,(x',£) par rapport à l'équation (8). 
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tracer sur cette surface en même temps sans empêcher par celà la com- 
muniquation des parties de la surface adjacentes à ces courbes; nous 
avons désignées ces courbes en $ 16 par À,(#&-—1,2,...p). Lorsque x 
aura décrit l’une de ces courbes, À, par exemple, alors y reviendra à 


sa valeur initiale; donc aussi les fonctions rationnelles des variables x et y: 


E= R(x,9) a 
et 


reprendront leurs valeurs initiales, et parconséquent le point (£,n) décrira 
sur la surface de Riemann correspondante à l’équation 


P(E; n) =0, (3) 


qui relie ces variables entre elles, une ligne fermée aussi «,, car £ et n 
reviendront à leurs valeurs initiales, laquelle en outre n’empêchera pas 
la communication des parties de cette surface, adjacentes à elle, «,. En 
effet, si le point (x, y) passe de l’un côté de la ligne À, au point vis-à-vis 
de l’autre par une ligne qui ne la croise pas de même que les autres 
de ces lignes, par exemple par la ligne B, alors à cause de l’uniformité 
des fonctions R (x,y) et À,(x,y) sur la première surface de Riemann, rela- 


m n 
tive à équation F(x, y)=0, la même chose fera le point (£,n) sur la 
Yu 

surface de Riemann relative à l’équation P(E,n)— 0, par rapport à la 
ligne a, Ainsi à chaque ligne fermée À, sur la première surface de 
Riemann il correspondra sur l’autre une ligne fermée 4, de même nature; 
donc le nombre de ces dernières lignes ne peut pas être moindre que 
celui des Æ, Mais à cause de la réversibilité rationnelle des équations 
F(x,y)=0 et P£, n)=0, le nombre des lignes fermées À, ne peut pas 
non plus être moindre que celui des lignes fermées «,; donc les deux 
nombres sont égaux; c’est ce qui démontre notre proposition. 

Remarque. Les deux lignes de différentes catégories, comme À, et 


m n 


A, sur la surface de Riemann relative à l’équation F(x, y)=0 ne peu- 
vent engendrer deux lignes 4, et «, d’une même catégorie sur la sur- 


yp 
face de Riemann, répondant à l’équation ®(E, ENT car les lignes d’une 
même catégorie sur l’une des surfaces de Riemann aussi bien que sur 
l’autre, peuvent être reçues l’une de l’autre par une déformation con- 
tinue, ce qui est impossible pour les lignes des différentes catégories, 
car les points de ramification, qu’entourent ces diverses lignes, ne sont 
pas les mêmes, du moins quelquesunes. 
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44. Nous passons maintenant de ces considérations générales à la 
considération des fonctions rationnelles d’un point (x,y) de l’image algé- 
brique défini par léquation elgébrique irréductible 


(1) F(x,ÿ)—0, 


plus spéciales, mais qui jouent un rôle fondamental dans la théorie qui 
nous occupe, semblable à celle des fractions simples dans la théorie des 
fractions rationnelles. On arrive aux conditions qui les définissent, en 
envisageant les formes différentes qu’on peut donner à l’expression 


FLN 
(2) f(z, y) dt 
F; (2,9) 

qui, multiplié par dt, figure sous le signe d'intégration dans l'intégrale 


W y 
abélienne, ie y) désignant une fonction rationnelle de x et de y des dégrés 
u et y respectivement, aux points critiques, c'est-à-dire aux points de 
ramification et aux lieux infiniment éloignés de l’image algébrique de 
differentes catégories. Quant aux points de ramification, nous avons déjà 
expliqué au $ 34 comment peut-on exprimer en fonction d’une variable 
auxiliaire { les variables x et y aux environs de ces points; passons donc 
aux lieux infiniment éloignés. 
a) Pour tous les points, où l’on a a,—=0, y =œ, on fait la substi- 
tution: 
1 
(3) y=7 


alors, en vertu de l'équation (1) ayant F(x, 7) =0, on aura: 
R ; 1 (4 n—1 1 L / 1 
F,(z,=) DTA o (5 ) +a —1)a, (>) ai (>): 


+. T CEET T NES +. 


y 
| u n—1 


Æ(n—1)a E D" tna y" = F, Ce, 9), 
y 
en posant 
m n—i KAD 
F (£, y )=— a — 2a, -—-...—(n—2)ü,_ 3Y EN EST AT 
(5) -n 1, 
mt 
en faisant encore 
Hi id: 
(6) f(z, =) fi Y), 
; Ÿ j 
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on réduira l'expression (2) à la forme: 


` ix dx 
-n—2— f(x,y) dt 
1 


TNA (7) 
F(x, y ) 
b) Pour les points, où l’on a s=œ et y fini, on pose: 
1 
——, (8) 
donc où aura 
dx 1 dx 
dt zdat’ (9) 
en faisant | 
! (1 1 = mn—1 
F, (v) m PE, y ), (10) 
$ H o A 
FES En as 
flat) hE, (11) 


on réduira lexpression (2) à la forme: 


Éd 
fa (z, y) dt 
E | 


F,(&, y) 


— m—2— y. 
Ka 


(12) 


c) Pour les points, où l’on a =c et y =œ, on fait à la fois les 
deux substitutions (3) et (8), ou, ce qui est la même chose on fait la 
dernière substitution, c’est-à-dire (8), dans la formule (7). Alors, ayant 
égard à (9) et en posant 


m n—1 1 n—1 1 ; mn—l 
Fi, y )=F, (5 y |e -n PE, Y-), (13) 
re HA 
u 
À RONEN VE N 1 F2 
1, (x, y) f(z) = zph), (14) 
on réduira l'expression (2) à la forme: 
LG 5) dx 
m—#— n—2—\ TY) qi $ 

-greg an AE, (15) 

F,(&, 7) 


Maintenant, la fonction rationnelle de v et de y peut toujours être 
déterminée — ct cela seulement à l’aide des opérations rationnelles, — 
de manière: 

1°) qu'en tous les points de ramification de la fonction y de x, définie 
par l’équation (1), qui se trouvent dans le fini, son degré par rapport à 
la variable auxiliaire  (§ 24) soit égal à celui de l'expression ; 


| d 
F (2,9): 5 , (16) 
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par rapport à la même variable £; 
2°) qu’en tous les points, où l’on a 4; —0, y=>, Soient égaux les 
degrés, par rapport à la variable t, des expressions: 


uy m n—1 


(17) _AGD et E A 


3°) qu'aux points, où l’on a æ—, y fini, soient égaux les degrés 
par rapport à { des expressions: 


L_ 2 
D OV m n—1 


(18) fa (&, y) et A CHE Y): = 


4°) qu'aux points, où l’on a s=œ, y=œ, soient égaux les degrés 
par rapport à £ des expressions: 


2 X 
RO EE Te sl 7 
(19) ONE (me) WERE 
(où l’on a conformément à (13) et (5): 
m n—1 
(20) F(z, y J et a 24, Y t 34; Y ° . F nan pS À 


= 2 2 . . 1 . . 
a, étant le résultat de la substitution de = aulieu de z dans 4,, multi- 


plié par z”;)— la valeur de la variable auxiliaire £ étant supposée 
infiniment petite. 
Alors l'expression 
D y 

(21) | Ce, y) dx 

Fey) àt 
restera finie en tous les points de la première catégorie; sera de même 
ordre que ÿ" *— | g= en tous les points de la seconde catégorie, de 


même ordre que z»-2e] 


en tous les points de la troisième, et enfin 


m m—2—js | ~ n—2—y 


de même ordre que le i x UT | z—o €n tous les 
points de la quatrième catégorie. 

Les fonctions rationnelles de x et y qui satisfont à toutes ces con- 
ditions, seront appellées fonctions adjointes à Véquation (1), suivant 
M. Noether (adjungierte Kurven). Les plus remarquables des functions 
adjointes sont celles, pour lesquelles on a p=m— 2, v—n—2: avec 
ces fonctions l’expression (21) sera toujours finie; on les désigne d’après 
Riemann par 


m—2 n—2 
(22) (2 ,y) 
et on les nomme fonctions adjointes de première espèce; ensuite les fonc- 
tions adjointes 


m—1i n—1 


(23) CZ, y), 
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pour lesquelles l'expression (21) reste finie aux points de la première 


FA 1 À i 
catégorie et est du même ordre que Flr 2 points de la deuxième, 
s R= 


1 | n sig à 1 
qu = =— f si LE =>: 
me = 0 de la troisième, et que le produit sas Shi de la 
quatrième. Elle est aussi d’une grande importance dans notre théorie. 
45. Nous allons maintenant montrer, comment peut on déterminer effec- 
D y 


‘ ` 
tivement la fonction f(x,y) de manière à remplir ces conditions. A la 
première approximation on aura d’après (4) § 36: 


2F (2,9) _ (a1) p +8, IFG, v), a) 
dy PA : ðv >? 


p 


en posant =+", nous donnerons à cette égalité la forme: 


DF(2,y) (a —1)g +ê p IFE”, e), (2) 
dy Ta dv ? 


#1) 


mais comme on a æ=a--£—a-{}£©?, on en tire par la différentiation: 
dæ ,P—1 
æ B; (3) 
en divisant (2) par (3), on aura: 


OF (2,y), de (a 1)g+ (Bi—1p+1 1 FE”, 0). (4) 
e TRENT. 'p ” | 28 lé 


ainsi s'exprime ce quotient pour chaque valeur de v, qui est une racine 

de l'équation Z,--0[(14) § 24 en vertu de (13) $ 24]. En posant 
L y 

æ—=a+?, y=b+ny aussi dans la fonction f(x,y), on aura: 


as ve muet; DA LC PA: CEA 
f(z, y) =È Brut E - PUTED B' yo! (TD EED à) 


(5) 
» À +ò; p 
Abe "if E, v), 
w à droite étant donnée pů la formule (3) du § 24, et en posant ici 
t=¢”, l'égalité suivante: 
p y y’ 3! > . 
ER ae A (6) 


En la comparant avec lexpression (4), on voit que pour le côté C, 
du polygone P (dont le coéfficient angulaire est — u) il doit être: 


natè p =((@;—1)q+ (B; —1)p+1, (7) 


*) La lettre & à droite et celle à gauche ont des significations tout à fait différentes 
qu'on ne doit pas confondre. 
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h i : abs OELE Y) . ADL 3 f 
afin que les fonctions f(x,y) et Tr A soient des infiniment-pe- 


tites de même ordre pour la valeur infiniment-petite de ¢'. On peut donner 
à la condition (7) une forme plus simple, en posant 


(8) =i, òil; 
alors elle devient: 
(9) E EA kkn a ea 
et le polynome (5): 

} D. V ce à 
(10) ren ABa ET, 


— si l’on désigne encore ses coéfficients simplement par B,; aulieu de 
B;-1,5-1. Après ce changement l'égalité (6) prend la forme: 


: D HORS PPS CRE aT AR 
(11) fiz, y =ë MTDH PE Po). 
Si l’on divise (9) par p, on aura: 

s 1 1 3 
(12) (e + 0,— da p + Bto , 


p- y 2 
le degré de la fonction f(x,y) pour ¢' infiniment petit étant plus élevé 
que ap- P, il en suit, que tous les B,;, qui correspondent aux points (y,ò), 
situés sur le polygone P et au-dessous de lui, doivent être égaux à zéro: 


(13) Bai 
c'est ce qui donne les conditions 1°), auxquelles doivent satisfaire les 


p- y 
coéfficients du polynome f(x,y), pour qu’il présente ce, que nous avons 
nommé une fonction adjointe à l'équation (1) du § précédent. Les coéffi- 


p- y 

cients B.; sont des fonctions linéaires des coéfficients de f(x,y), car ils 
sont les valeurs des derivées de différents ordres de cette fonction par 
rapport à x et à y, divisées par certains nombres entiers, pour æ—4, 
y=bd. Si 

Mole #0, 
(14) Rte 

| Y@&)=0 


est la paire d'équations, qui déterminent un tel point (a,b), pour lequel 
v est une racine de l'équation L,=0, le premier membre de (13) doit 
s’annuler pour toutes les solutions de la paire d'équations (14); parconsé- 
quent l'expression Bè (où nous écrirons maintenant +, y aulieu de 4, b 
respectivement) doit, étant disposée suivant les puissances descendantes 
de y, être divisible par z(r,y) pour toutes les valeurs de x, qui satisfont 
à l'équation %(x)—0; pourquoi, après avoir divisé B, par ẹ(7, y), nous 
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poserons égaux à zéro les coéfficients du reste de la division: nous aurons 
ainsi une série d'équations, qui doivent être satisfaites par toutes les 
solutions de l'équation %(x)-=0; parconséquent le premier membre de 
chacune de ces équations doit être divisible par (x); par cette raison 
nous poserons égaux à Zéro les coéfficients de chaque puissance de x 
dans les restes de leur division par Y(x): c’est ce qui nous donnera les 
D y 
relations cherchées entre les coéfficients de la fonction fiz, y), qui seront 
linéaires par rapport à eux. 

46. Ces conditions sont également indispensables, comme dans le cas, 
où v est une racine simple de l’équation Z.—0, de même dans celui, où 
elle est une racine multiple; mais dans le dernier cas des nouvelles 
conditions s’y ajoutent, car dans ce cas on a besoin d’une seconde approxi- 
mation pour trouver la répartition en groupes circulaires des valeurs de y. 
qui deviènnent égales à b pour x—4. Dans ce dernier cas on aura 
d’après le (14) du § 36: 


DFG, o) play p + #07 EU). 1) 
CDs à dv! , 4 
si l’on y pose d’après (18) du même $: 
kafi (2) 
cette égalité se transforme en celle-ci: 
' ! 1 ! 
OFE, o) playa + np FE" 301), (3) 
me. dv! ý 
en le portant, dans le (2) du § précédent, on aura: 
DFY) pa playa + yp OFE” w) (4) 
PUR hs dv! ; 
Mais d’après (3) du $ précédent et (2) du $ présent on a: 
dx dx dE! PL pl a 
de — de de PS pe ; (5) 
en divisant (4) par (5), nous aurons: 
OF (ay), dæ _ (aD pPH (ay —1)9 +p x 
dy 3 d£" kams. . `» (6) 
1 AFG”, o) 
A EREI 2e 
En faisant la substitution 
OUN (7) 


où v, est une racine multiple de l'équation Z,—0, dans la fonction fi” w), 
puis en posant 
Roia 


CS | ON (8) 
ES es , (9) 
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on aura pour le côté C, du polygone P': 


{ SN | ' y! — 1, 0'1 
| E,)=2 Bryant EE = 
V1) m1 a OAE 
(10) i — #0 )'+, 5 B,iyv Gi pi 
| A Cane Len Um) 2 DPI 2 
U FA fals v); 


en le portant dans le (11) du § précédent, nous aurons: 


(11) 1e i = £ Ci-1)9+ CD» p! (ra=) g + Cp" EE” v'). 


Pour chaque racine de l'équation L,—0 on a 
(1 2) 1,4 +0,p mi 44 + BD +1, 


comme nous l'avons vu au $ précédent; maintenant, en comparant (11) 
avec (6), on trouve, qu'il doit être encore: 


(13) V9 +0,D a, q+ Bi p+1, 


pour le côté C, du polygone P. D'ici on tire, comme plus haut, la 
conclusion, que pour toutes les y’ et à, qui correspondent aux points, 
situés sur le polygone P et au-dessous de lui, il doit être: 


(14) B,13 —0. 


Ces Br, sont les polynomes en v, que nous disposerons suivant les 
puissances de cette quantité (laquelle nous désignerons maintenant simple- 
ment par v); les coéfficients de ses puissances seront les fonctions liné- 
aires des Bii parconséquent des polynomes en x et y, dont les coéffi- 
cients seront les fonctions linéaires des coéfficients de la fonction cherchée 


Y 
Ag. Les valeurs de v sont déterminées par les systèmes des trois 
équations de la forme: 
| 414,9, 0) —0, 
(15) 2,(&,y) = 0, 
| Ge) 0; 


pour toutes les solutions de ce système doivent être remplis les condi- 
tions (14); pourquoi nous diviserons Bys par 7.(x, y,v), après Tavoir 
disposé suivant les puissances descendantes de v, et poserons égaux à 
zéro les coéfficients de toutes les puissances de v dans le reste reçu: 
nous aurons une série d'équations avec les inconnues x et y, qui doivent 
être satisfaites par toutes les solutions des deux dernières des équations 
(15); par cette raison, après avoir disposé chacun de ces coéfficients 
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suivant les puissances descendantes de y, nous les diviserons par ẹ,(x, y) 
et poserons égal à zéro chacun des coéfficients des restes de la division: 
on aura des équations avec une seule inconnue x, qui doivent être satis- 
faites par toutes les solutions de l'équation %,(r) -0; donc, après les 
avoir disposé suivant les puissances décroissantes de x, nous les divise- 
rons par %(r): en égalant à zéro les coéfficients de chaque puissance 
de æ dans les restes reçus, on aura les équations cherchées entre les 
EENM 

coéfficients de f (x, y), linéaires par rapport à eux. 

47. Ainsi on trouve les conditions pour les coéfficients de la fonction 


D Yy 
adjointe f(z, y), lorsqwon a besoin d'une deuxième approximation pour 
répartir en groupes circulaires les valeurs de y, qui deviènnent égales 
à b pour æ—a. Ces conditions seront suffisantes, lorsque v' est une racine 
simple de l'équation ZL',—0; mais si elle en sera une racine multiple, 
alors à l’aide de la troisième approximation on aura de la même manière 
pour le côté C7, du polygone P”: 


DF (æy), de „(D+H p+ apt) 9 + -1)p +15 


v A 
dy . dE" = . >` 
| i 3 (1) 
se pn Gin) + (Ein) 1 OEE”, v") 
> pp'p" ðv"! z 
et aussi 
fG y) ere) a+ Gp mpi) d ++) P'ye | 
Mie p ( & s) (a 5 7 : (2) 
iy Y su — q Ò sn — P ; p" K? | 
OR j ; A EUX 4? 


En comparant ces deux expressions, vu les (12) et (13) du $ précédent, 
on trouve, qu'il doit être aussi: 


" ! L 


ti 9n RS | n [A Ri a 
VTT On =% nn. gr P (3) 


d'où il suivra à son tour, que pour toutes les valeurs de y” et ò", cor- 
respondantes aux points, situés sur le polygone P“ et au-dessous de lui, 
on doit avoir: 


u 


B,ry"— 0. (4) 


Ici B sont des polynomes, disposés suivant les puissances descen- 
dantes de v, dont les coéfficients sont les polynomes, disposés suivant 
les puissances descendantes de v; les coéfficients de ces dernières sont 
les polynomes, disposés suivant les puissances descendantes de y avec 
des coéfficients, qui sont des polynomes, disposés suivant les puissances 
descendantes de x, dont les coéfficients sont les fonctions linéaires des 
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coéfficients de la fonction cherchée f(x,y). Les valeurs de v' sont déter- 

minées par des systèmes de quatre équations de la forme: 


P, (£, y, v, v)—0, 

42(@5 9,0) = 0, 

P (x, y)— 0, 

Ya(x)=0; 

les équations (4) doivent avoir lieu pour toutes les solutions de ce système; 
donc nous diviserons By après les avoir disposé suivant les puissances 


descendantes de v' par P, (x,y, v, v); les coéfficients du reste de la divi- 
sion nous poserons égaux à zéro: nous aurons ainsi les équations, qui 
doivent être satisfaites par toutes les solutions des trois dernières des 
équations (5); par cette raison nôus diviserons le premier membre de 
chacune des équations reçues après les avoir disposé suivant les puis- 
sances descendantes de v, par 7,(%,y,%) èt poserons égaux à zéro les 
coéfficients des toutes les puissances de v dans les restes de la division: 
nous aurons ainsi des équations entre y et x, qui doivent être satisfaites 
par toutes les solutions des deux dernières équations (5); pourquoi nous 
diviserons le premier membre de chacune d'elles après les avoir disposé 
suivant les puissances descendantes de y, par 9,(%,y) et poserons égaux à 
zéro les coéfficients des puissances de y dans les restes reçus: on aura 
ainsi les équations avec la seule inconnue x, auxquelles doivent satisfaire 
toutes les solutions de la dernière des équations (5); donc nous divise- 
rons les premiers membres de ces équations par ,(x) et nous poserons 
égaux à zéro les coéfficients des puissances de x dans les restes reçus: 
on aura ainsi les conditions nouvelles pour les coéfficients de la fonction 


nv 
adjointe f(x,y) en forme des équations linéaires par rapport à aux. 
De la même manière il faut oppérer plus loin, si l’on aurait besoin 
de la quatrième approximation et des approximations ultérieures pour 


répartir en groupes circulaires les valeurs de y, égales à b pour s=a. 


(5) 


y. d 
48. La détermination de la fonction adjointe f(x,y) conformément 
aux autres conditions du § 44 demande des opérations analogues. Ainsi 
aux points, où æ est égal à l’une des racines de l'équation a, —0 (soit a) 


1 
et y=œ, en posant v=a+%, y = z> On aura: 


e ER", 

re RS tee: Mr Us -(Y;—1) e+; — i)e 2 
(1) AADA A a a a A (27 
où l’on a J=", e=, et 
2) E EE Ra. E E A 
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et 
„m (a= YA, UE RES pOg, v) v, (3) 


où lon a 
tint deae +8— 8; 
ae g (4) 
car à cause de 4, —0 y sera le facteur commun de tous les termes en (3). 
En différentiant légalité (3) par rapport à v, on aura: 


s 1 
ny E aA) TR g” Ta a D FOE, D), (5) 
y 


d’où l’on trouvera, en ayant égard à (4) $ 44 et à (3) lui-même: 


m n—1 ER Cr p: OFOTE à 
FF) EG pd ED) 
En posant dans (1) et (6) É—E" et en divisant la dernière égalité par 
doi di pä 
E a ua (7) 
on aura: 
f, (x, pr 1)a+ G;— Dpp og”, j. (8) 


m n— 
PeT) EP RE 17" A ds 0" ne >D]; (9) 

dE! 
parconséquent pour que les degrés de (8) et (9) soient égaux, on doit 

avoir : 

natè p =a g+. p+], (10) 
d’où l’on conclut, que pour tous les points (y,è), qui correspondent aux 
points, situés sur le polygone P,, construit pour le point singulier consi- 
déré maintenant, et au-dessous de lui, doivent avoir lieu les équations : 


B,;—0. (11) 
Les premiers membres de ces équations sont des fonctions de x, dont 


yu Y 
les coéfficients sont des fonctions linéaires de ceux de la fonction /(x,7); 
ils doivent s'évanouir identiquement pour toutes les racines de l'équation 


?(x)—0, | (12) 
qui donne les racines de l’équations a,—0 pour lesquelles devient nul 
un groupe des coéfficients désignés dans la formule (6) [où l’on doit 


porter auparavant l’expression (4) de la fonction F” (6,0)]; parconséquent 
on égaleræ à zéro les coéficients du reste «le la division de B,; par 


M. TIKHOMANDRITZKY. . 6 
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o(x): on aura ainsi des nouvelles conditions auxquelles doivent satisfaire 


AR, 
les coéfficients de la fonction f(x,y), linéaires par rapport à ces coéfficients. 
De la même manière on trouvera les équations entre les coéfficients 


p y 
de la fonction f(x,y), linéaires par rapport à eux, qui resultent des 


p- y 
conditions d’adjonction, imposées à la fonction f(x,y) aux points de la 
troisième et de la quatrième catégories *). En désignant par (a,b) un 


*) Pour limage algébrique hyperelliptique les conditions d’adjonction ne viennent 
que des points de la quatrième catégorie, comme il résulte de la remarque faite dans la 
note marginale au commencement du § 39. En transformant l’équation hyperelliptique: 


26 +1 
(a) y?—R( æ )=0, 
par la substitution x—+, ee on aura l'équation 
29 +1 

(b) ARE T i T 0, 
en posant 

? ; 2p+1 

ÉTAT) 1 

(c) RET JSF PFIR (7): 


si À est le coéfficient de la puissance g2?+1 dans (a), alors la valeur principale de 
ÿ, déterminée par l’équation 

(à) zeH PA—O, 

sera égal à 


: 1 2p+1 
3 =z— + tie 
(e) = VA T 
En posant zt’, on aura: ie 
HA 
(£) dt 2 
£ 1 
(8) a ERE 


m n—1 2p+1 
La partie principale de la valeur de la fonction F,(%, y )=—2%R,( x )[v. (20) 
$ 44] sera maintenant 


(h) +r2y Ait 
à 2 mn dz 
et parconséquent la valeur principale de F,(%, y) I sera égale à 
G) i yA: 
2p—1 0 
La fonction adjointe de la première espèce ọ( x , y) dans notre cas a la forme: 
20—1 0 
Pr 2p=1 , … 2p—2 : 
() Cr =N Hal ee hapon + agpi; 
après la substitution s=, y=> elle donnera la fonction: 
paea AR = = , 2p—1 
& CE ,%) = ho + MERE tee ET 
= ho + ht à hat" T e PERT ati 1 
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point de ramification quelconque, se trouve-t-il dans un lieu fini ou infini 
de l’image algébrique, et par Aa» le nombre des points (4,5) situés sur 
le polygone P correspondant et au-dessous de lui, et de même pour 
les polygones subordonnés, en un mot — le nombre définie par la for- 
mule (5) $ 37, on aura le nombre total À des équations linéaires entre 


D y 
les coéfficients de la fonction f(x,y), qui résultent des conditions d’ad- 
jonction, par la formule: 


ASS AS (13) 


la somme s'étendant maintenant (d’après la remarque faite à la fin du 
même $) à tous les points de ramification, situés aux lieux finis ou infinis 
de l’image algébrique, défini par l’équation: 


F(x,y)—0. | + (14) 
Remarque importante. Chacune de toutes les À équations B.,; =0, 
Bÿ=0, B.r;"=0, ... de Briot, que nous avons reçu dans les 


$$ 45—48 à la première, à la deuxième, à la troisième, . . . approxima- 
tions pour déterminer les coéfficients de la fonction rationnelle générale 


Bat mn 
f(x, y) de manière qu’elle soit adjointe à l'équation F(x, y) —0, est indis- 
pensable, leur ensemble est suffisant pour celà. Il en est de même des 
nos équations d’adjonction que nous avons déduit par notre méthode des 
opérations rationnelles des équations de Briot, les notres étant des 
combinaisons linéaires de celles-ci en même nombre, comme il est 
aisé a voir. 

Ces équations ne sauraient pas être dépendantes les unes des autres 
dans le cas général, ne l’étant pas dans le cas particulier hyperelliptique, 


cette fonction doit être de même ordre infiniment petite que la quantité (i); donc on 
doit poser 


ho = h == hp 4 — 0 (1) 
en portant ces valeurs dans (j), on aura pour la fonction adjointe de la première 
2p—1 0 
espèce ọ( x , y) l'expression suivante: 
2p—1 0 ; en )__2 > > 
g( x Y) = Apt AE F Appa H e 4 Aapa © H op (m) 


tous les coéfficients restant arbitraires ici. On aura donc p fonctions indépendantes de 
première espèce. Le même nombre on trouve par la formule de Riemann [(9) § 20] pour 
le genre de cet image algébrique: on a dans le cas consideré: n=2, w—2p+1+1— 
=2 (p+ 1); donc 5om=p+l et p = ju—nt+i=p+1-2+ l=p. On verra plus 
loin que le nombre des fonctions adjointes de première espèce, indépendantes entres 


elles, est toujours égal au genre de l’image algébrique, défini par l’équation (14) du 
$ présent. 


6* 
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(vest, dont il est aisé de s'assurer par le calcul direct des fonctions 
2p+1 
adjointes à l'équation y —2R ( p )=0, facile à faire*);) mais pourtant 
la possibilité d’une telle dépendance dans des cas particuliers ne parrait 
pas d’être exclue par celà à priori; il faut donc discuter de près ce point 
important de notre théorie **). 
Les équations, exprimants les conditions d’adjonction, étant linéaires 


ko : 
par rapport aux coéfficients cherchés de la fonction adjointe Ra y), pour 
que q d'elles soient des conséquences des autres d’entre elles, il faut, 
qu'évanouissent certains déterminants, dont les éléments sont composés 
des coéfficients de l'équation fondamentale (14),-et contiennent aussi les 


fe 
exposant y et v de la fonction /(x, y); mais ces derniers étant des nombres 
abstraits,. on aura ainsi des rélations entre les coéfficients seuls de 


l'équation fondamentale, lesquelles auront lieu pour toute autre fonction 
p—i v v—1 
adjointe comme /( x,y) et f(x, y). Pour s’en assurer, il n’y a qu’à 
appliquer les équations d’adjonction respectivement aux fonctions adjointes 
—1 y u v—1 


p ! 
réductibles xf( x ,y) et yf (<, y ): la forme des équations restera la même, 


seulement la notation des inconnues subira un changement legère. Il en 
pi v—1 
sera de même pour la fonction f( x ,y ). En effet, chaque produit 


de la forme 
—1 y—1 


p S Y 
(15) (ax+bæ+e)f( x , y )=f(£,y) 


sera aussi une fonction adjointe, comme le second facteur à gauche, des 
degrés u et v par rapport à x et à y respectivement, mais réductible 
(zerfallende adjungierte Kurve). Les coéfficients de la fonction adjointe 


TER, 
f(x, y) satisfairont donc à toutes les équations, que donne notre méthode 


u y 
pour la fonction adjointe f(x, y), et celà quelques soient les a, b, c. En 
prenant a=b=0, c—1, on en tirera les équations, auxquelles doivent 

—1 y—1 


satisfaire les coéfficients de la fonction adjointe f( æ , y). Ces équations 


p- ki 
auront la même forme que celles pour la fonction f(x, y), les coéfficients 
u p—1 p—1 y—1 
a, de celle-ci devant y” se réduisant à #1 de la fonction f(x, y) 
p p p—1 
devant y'-", le coéfficient 8r: devant 2°! dans 4, se réduisant à Br—1,1—1 


*) V. les notes marginales aux $$ 48 et 56. 
**) Briot (l. c. p. 20) suppose ces relations distinctes. 
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p.—1 
devant x”™ dans @x-1. Ces équations, étant en même nombre À, égale- 
ment indispensables et suffisantes que celles, qu’on trouve pour les coéffi- 
u—1: v—1 
cients de la fonction f(x,y ) en lui appliquant directement notre 
méthode, seront équivalentes à ces dérnières, et comme les premières ne 


diffèrent gis par la notation des inconnues de celles pour la fonction 
1 ADA, 

AS y), q d’entre elles seront les conséquences des autres, et par suite 
la même chose aura lieu pour les dernières, et celà en vertu des mêmes 
relations entre les coéfficients de l’équation fondamentale. 

Nous sommes donc maintenant en présence des mêmes circonstances 

—1 v—1 & y 

pour la fonction f( x, y), qu'auparavant pour la fonction f(x, y). En 
continuant ces considérations, nous arriverons de proche à proche à la 
conclusion, que des À équations d’adjonction q seront les conséquences 


des autres de ces équations pour chacune des fonctions adjointes précé- 
m—2 n—2 
dentes jusqu’à la fonction f(x, y) [que nous désignerons désormais 


m—2 n—2 
par ọ( x , y )] inclusivement. Mais alors les 22 —2 zéros variables de 
cette dernière fonction adjointe [d’après la formule (20) de $ 50] formeront 
une multiplicité (eine Schaar) de dimension p— 1-+q, o?—1+4, tandisque, 
comme lont démontré M-rs Bril? et Noether *) par les considérations 
géométriques à l’aide du théorème du reste (,,Restsatz“), elle ne peut 
pas être que de dimension p— 1: œ?—!. On doit donc avoir q=0, c’est-à- 
dire, les équations d’adjonction sont indépendantes entre elles dans tous 
les cas**). 


p- y 
49. Le nombre des coéfficients de la fonction f(x,y) est donné par 
la formule: 


(e +1)0+1); (1) 
mais comme dans le cas u=m,v==n les valeurs de cette fonction en 
tous les points de limage algébrique, défini par l’équation (14) du $ 
précédent, sont égales aux valeurs de la fonction 


u.—m y—n m n 


ER Ey ia, YIP (2) 


où y( x , y ) désigne une fonction entière des variables x et y des 
degrés marqués au-dessus, avec (u—m-}-1)(v—n-+1) coéfficients indéter- 


p- 


*) Brill et Noether. Math. Ann. Bd. VII, § 4. 

**) Une démonstration directe n’étant pas encore donnée jusqu’à présent, nous 
reproduirons la démonstration citée des M-rs Brill et Noether sous la forme un peu 
modifiée dans l’,Appendice“. 
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minés, on peut profiter de cette indétermination afin de donner à un 
même nombre des coéfficients de la fonction des valeurs fixées une fois 
pour toutes, par exemple, égales à zéro; alors il restera un tel nombre 
des coéfficients indéterminés : 


| (+ 1)6+1)—(u—-m+1)%-n+1)=— 
(3) = MY +1) +n(u + 1)— mn = 
| =m+mp(m— Dé 1)+1, 


qui doivent satisfaire aux conditions d’adjonction mentionnées plus haut, 


p y 
en sorte qu'il reste définitivement dans la fonction adjointe f(x,y) 
seulement 


(4) my + nu — (mm — 1)(r —1) +1 — À 


des coéfficients indéterminés, À étant déterminé par la formule (13) du 
§ précédent. Lorsqu'on a <m, v<n, alors le ds des coéfficients 
indéterminés sera égal à 


(5) WEDI EA 


dans le cas y=m— 2, v—n—2 — de la fonction adjointe de la première 
m—2 n—2 


espèce y(x , y ), on aura pour le nombre de ses coéfficients qui restent 
arbitraires, l'expression 

(6) (m—1)(n —-1)— A=p 

— d’après le (20) du $ 37 (conformément à ce, que nous avons devancé 
dans la note marginale du $ 48). Dans le cas y=m — 1, v=n— 1, — celui 


m—i n—1 


de la fonction adjointe %(æx , y ) on aura pour le nombre de ses 
coéfficients indéterminés con : 


(7) Mn — A=p+m+kn--1. 
| 50. Les valeurs de la variable x, pour lesquelles on aura 
0 E 
. 0) f(x, y)=0, 
seront déterminées par léquation, qui résulte de l’élimination de y de 


Péquation (1) à l’aide de l’équation fondamentale 


m n 


(2) F(x,y)=0, 

savoir de léquation: 

s à n ; u v 

(3) P(x)=a;, IT f(x, y,)=0. $ 


Le degré de cette équation par rapport à x est égal à 


(4) my + un, 
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car elle est du degré y par rapport aux coéfficients de l'équation (2), 
qui sont du degré m en x, et du degré n par rapport aux coéfficients 
de l'équation (1), qui sont du degré w en v. Mais entre les racines de 
cette équation (3) on trouvera les valeurs, qui correspondent aux points 
de ramification (a,b), et le facteur x—a, correspondant à un tel point, 
entrera dans la fonction P(x) au degré 24%. En effet, d’après (11) du 
$ 45 nous avons dans le voisinage de ce point: 


Fois. tt 9,—1)P; 9 
fe, y= 1)4+ (8; PE E? v); (5) 
mais d’après le (9) du $ 45 on a: 
yatp =ng+Bip+ 1; (6) 
parconséquent 
Boy Q A DESTE 
f(z, y) HR. al us 8,p +1 q- Pri p v); (7) 


le même facteur correspond aux p valeurs de pour chaque racine de 
l'équation L,=0 du degré k, par rapport à À, qui répond au côté C, du 
polygone P; donc le produit des facteurs de D(x), répondants à ce côté 
prendra la forme 


TI f(x, y) 2 p Pikat ek ptk kg kp] TIZ, tt, v); (8) 


mais on à kigq=ßii— 8n k;p—u;—u11 [(10) $ 24]; parconséquent, et en 


vertu de Ẹ”=Ẹ¢, on le réduira à celui-ci: 
Fr KR MPe M7 SYLVESTRE CR 
II f (x, y) aa E [(a, "i41 pi 4;41 + ) (i i+1 A) (a, 2:4+1)] TI fi ,v). (9) 


En formant des pareils produits pour les autres côtés du polygone P et 
en les multipliant on aura, vu que 5,—0, 4,—0: 


h—1 
D (aBa Bip +) a 


Fa. à o— Pr D 
Hire, y= TE oa (Go) 


ce qui pourra d’après (1) du § 38 être présenté ainsi: 


II rey) =P TIAE”, o). (11) 


Dans le cas où À est une racine multiple de léquation L; =0, on 
trouvera de même pour le produit à la droite de (11) cette expression: 


E AGO = TT, €°,0), (12) 


la somme E,%, s'étendant sur tous les côtés des toutes les lignes poly- 
gonales P', qui se rapportent à toutes les racines multiples de toutes 
les équations L,=0 pour tous les côtés de la ligne polygonale P; car 
le facteur extérieur 
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H [lap By rT Bi at) — Bayi ja 8) —(a; — 244) 
restera le même pour p valeurs de v= y à, à chacune desquelles corres- 


P= ' » o . 
pondent p' valeurs de VX, — pourquoi il entrera pp fois; mais on 
EME ZE, et cela pour chaque côté du polygone P et celui de 


P’, qui lui est subordonné; donc on aura le facteur, écrit en (12). En le 


portant dans (11), on aura: . 
RA 2%, H2 A EEE” SN 
(13) TI f(z, pi: TT 1 a TT f, g ,%'), 


où l’on a v” =N, À étant une racine de l'équation L, = 0. Ici de mêmes 
tous les facteurs du produit à droite qui répondent à une racine multiple 
de cette équation, auront en facteur la même puissance de ¢'"'; la même 
puissance de ¢"' entrera dans tous les facteurs du produit, en nombre 


t H . , ` Fjot ' Pr D'y 
ppp, qui répondent à toutes les valeurs de v=pà , v= yX , v'=y} 
pour les valeurs choisies de À, À, }", car les coéfficients de léquation 
L,—0O de la troisième approximation dépendent de À et À, comme on 

i p 
l’a vu en § 28 (remarque marginale); parconséquent le facteur: 

Ent! Lam Birgi a; 41 Bi) — (Bin 1 — Bo) — (ap — du 4 4)] 
entrera élevé à la puissance ppp" pour chaque combinaison des valeurs- 
de À,}',X" qui répondent au chaque côté de P et de tous les polygones 


pir PP'P" n PP' 
a 
S 


lui subordonnés P' et P", et, comme on a £ = 


PU SN TTL MONT” 
(14) TIAE I= 0” P IIAG i »Ù ), 


la somme 2,4, s'étendant à tous les côtés des polygones P” qui répon- 


‘2 
pong 


FNR aura: 


dent à tous les polygones P’, qui à leur tour répondent à tous les côtés 
du polygone P. En portant le produit des (14) en (13), on aura: 


i SEN A TARET AEEA: 
(15) TIe, y=" AT 1 ot 2 a) TT £, E 1 v"). 


En continuant les mêmes. considérations, on trouvera pour le résultat 
définitif, qu’on doit avoir: 


AET EN ah = g 
(16) Dæ) = al fC, y=: ab "H E A aa ro D) 
À, étant déterminé par la formule (5) du § 37, (en comprenant, pour 
plus de simplicité, sous le signe II à droite aussi tous les autres facteurs 
du produit à gauche, qui se rapportent aux valeurs de y, différentes de b 
pour æ—a). On voit de cette formule que la valeur v=a, qui répond 
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au point hélicoïdal (a,b), sera pour l'équation (7) —0 une racine de 
multiplicité 24,, (car £—zx—a). Parconséquent il y aura aux points 
de ramifications 24 zéros de la fonction (x), le nombre À étant déter- 
miné par la formule (13) du $ 48, où, — rappelons le —, la sommation 
s'étend à tous les points de ramification, situés aux lieux finis ou infinis 
de l’image algébrique (2): car l’équation D(x) — 0, résultante de l’élimi- 
nation de y entre les équations (1) et (2), aura pour ses racines aussi 
les valeurs de +, pour lesquelles ces deux équations (1) et (2) en y 
auront pour racines communes des valeurs infinies de y *); la présence 
des valeurs infinies de x entre les racines de léquation (x) — 0 on 
reconnaîtra par l’abaissement de son degré effectif au-dessous de la valeur 
donnée par la formule (4). 

Outre ces 2A zéros, communes à toutes les fonctions adjointes, la 


p y 
fonction adjointe f (x, y) aura d’autres zéros, variables d’une fonction à 
lautre, en nombre: 
my + un — 2A. ae À 


p a 
Le nombre des coéfficients indéterminés de la fonction f(x, y) dans le 
cas de pm, v=n, d'après la formule (4) du $ précédent étant 


mv + un — (m—1)(#—1)+1—4, (18) 
le nombre de leurs rapports à un même d’entre eux sera égal à 
my + un — (m — 1 )(n — 1) — À; (19) 


en retranchant ce nombre du nombre (17) des tous les zéros variables 
de la fonction P(x), on aura un reste: l 
(m —1)\(n— 1) — A =p; (20) 
x w y 
donc, le nombre des zéros de la fonction adjointe f(x, yj, surpassant 
de p le nombre de ses coéfficients arbitraires, on voit que p de ces zéros 
ne peuvent pas être assignés à volonté, mais sont complètement déter- 


minés par les autres. Dans le cas de p=m—- 2, y=n — 2, le nombre 
m—2 n—2 
des rapports des coéfficients arbitraires de la fonction ọ( % , y ) à l’un 


d'eux d’après (6) du $ précédent étant égal à 
({m—1}(n—1)—-A—1—=p—1, (21) 

et le nombre de ses zéros variables étant égal à 
m(n — 2) + n(m — 2)— 24 = | 


Are 1j(n -1)—-4-1}=9(p— 1), | (22) 


+) Voir Serret. Cours d'algèbre supérieure. 3-me éd. Paris, 1866. T. F, p. 641. 
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on voit que de 2(p — 1) zéros de la fonction adjointe de première espèce 
ne peuvent être donné arbitrairement qu’une moitié seulement: p — 1, 
et que les autres en sont parfaitement déterminés. Dans le cas y=m— 1, 
v=n—1, le nombre des rapports des coéfficients arbitraires de la fonc- 


m-i n—1 


tion adjointe %( z, y ) à l’un d’eux, d’après (7) du $ précédent est 
égal à: 
(23) mn—A—-1=p+mtn—), 


tandisque le nombre de ses zéros mobiles est égal à 
m(n — 1) +n(m—1)— 24 = 
= 2mn — m—n—92A— 
9) =2(p+m-+n-—1)— m— n= 
=2p 4+ m-n — 2; 
en le comparant avec le nombre précédent, on voit que pour la fonction 


m—i n—1 


adjointe W æ , y ) le nombre de ses zéros variables, qui sont déter- 
minés par les autres, est aussi égal à p, le genre de limage algébrique, 
comme dans le cas de y =m, y =n. 

51. Soient 


w y u y 
(1) p(x, y) et 4 (2,4) 


kN : 

deux fonctions adjointes, comme la fonction re: y) des sept derniers §§, 
des mêmes degrés respectivement par rapport à æ et y, contenant chacune 
d’après (4) du § 49 
(2) my + un — (m — 1 )\(n —1)+ 1 — A 
coéfficients arbitraires. Comme des fonctions adjointes elles seront aux 
points de ramification toutes les deux du même ordre que le quotient 

DF y) dx 
(3) | se: 
et parconséquent d’un ordre égal: comme des fonctions adjointes des 
mêmes degrés par rapport à x et à y respectivement, elles seront du 
même ordre aussi aux points infiniment-éloignés de l’image algébrique 


m n 


(4) F(s, y)=0; 
parconséquent leur rapport 
p y 
$ „ — Y2, y) 
(5) pds ve 
y. (2, y) 


présente une fonction, qui a une valeur finie en tous les points singuliers 
de l’image algébrique (4). Quant aux points ordinaires, on peut toujours, 
en supposant les nombres œ et v suffisament grands, de finir la déter- 
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mination des fonctions (1) de manière, que z deviendra =œ! aux m' points 
fixes de la surface de Riemann correspondante à (4), choisis à volonté. 
En effet, pour qu’il serait possible de le faire, il faut et il suffit, sane 
le nombre des rapports gdes coéfficients arbitraires de la fonction ie D 
à l’un d’eux soit plus grand que m': 
mvny—(m—1)(n—1)—A>m; 
Re 

alors*) on peut toujours déterminer la fonction y(x, y) d’une telle manière, 
qu’elle devient un zéro du premier ordre: 0', aux m' points donnés; aux 
coéfficients qui resteront après cela indéterminés, on peut donner des 
valeurs quelconques, choisies à volonté; alors tous les zéros restants seront 


u Yy 
complètement déterminés. Après cela, la fonction W(x, y) étant de même 
degré par rapport à x, respectivement à y, on peut la déterminer de 
manière, qu’elle devient un zéro du premier ordre, 0', à chacun de ces 
w y | 
zéros restants de la fonction y(x, y), dont le nombre est 
my + nu — 2A —m', (6) 
si seulement ce nombre ne surpasse pas le nombre des rapports des 
p- y 
coéfficients de la fonction d(x,y) à l’un deux, c'est-à-dire, si l’on a 
l'inégalité suivante: 
my + nu — 2A — m'< my + ny — (m — 1)(n — 1) — À 


ou en transportant tous les termes à droite: 


0 < m'— [(m — 1)(n— 1) —A], (7) 
c’est-à-dire — d’après (20) du $ précédent —, si l'on a 
m >p. (8) 


Le nombre des coéfficients arbitraires, qui restent après cela dans la fonction 
2 [(5)], sera égal à 

m— p +1, (9) 
en y comprenant le facteur commun des tous les termes. Ce nombre ne 
peut pas être inférieur à 2. En effet, les mêmes infinis, que la fonction z, 
aura aussi la fonction 4z+$; donc on aura toujours 

3 mp I2, (10) 

d'ou il suit 

m =p+1. y (11) 
Ainsi, quand on a m —p+1, notre problème est toujours possible, car alors 
la fonction z, définie par l’équation (4), ne deviendra en effet infinie du 


*) Si Pon.a m'`> p; le cas de m'=p sera discuté à part plus loin. 
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premier ordre œ, qu'aux m points donnés. Le plus petit nombre des 
points analytiques, où la fonction rationnelle des variables x et y, liées 
par l’équation (4), doit devenir —c', qui peuvent être donné à volonté, 
est donc p+1. [Cette proposition Weierstrass a pris pour la définition 
même du genre (Rang) de l’image algébrique (4), et a montré dans ses 
leçons, comment peut-on construire une fonction, qui deviendrait = ©" 
au point (x,y) de l’image algébrique et encore seulement aux p points 
fixes (a, b) (i=1, 2, 3,...p), pris arbitrairement. Il a donné le nom de 
principale à cette fonction et l’a désigné par Æ(x, y; x', y); il en a déduit 
ensuite toutes les autres fonctions*).] — Le nombre des coéfficients arbi- 
traires, qui en restent après cela, sera, comme nous l’avons vu, égal à 


(12) Mm—pP +]; 


mais ce n’est qu’une limite inférieure de ce nombre, car il peut arriver, 
que les zéros de la fonction étant choisis au hasard, quelques-unes des 
équations de conditions ne seront que les conséquences des autres. Leur 
nombre précis est déterminé par le théorème de Riemann-Roch (Riemann- 
Roch'sche Satz); on le déduit plus aisement d’une autre forme, sous 
laquelle peut être présentée la fonction en question comme on le verra 
au § 68. — En ayant égard aux valeurs de v aux points, où notre fonction 
doit devenir — co!, on voit que la fonction la plus générale, uniforme sur 
la surface de Riemann du genre p, dépend en général de 


(13) 2m —p +1 


constantes arbitraires. D’après les valeurs données de ces points analy- 
tiques elle se détermine à l’aide des opérations rationnelles, et ce n’est 
que la recherche de la valeur de y qui correspond à la valeur donnée de x, 
qui exige la résolution de l'équation (4). — Si l’on a m= p, alors la 
construction d’une fonction, qui ne devient =! qu’aux p points donnés, 
n'est possible qu'à l’aide des fonctions adjointes de première espèce, comme 
on le verra plus loin. 

52. Toutes les équations, qui se déduisent l’une de l’autre par une 
transformation rationnelle, forment une classe d’équations, qui déterminent 
une classe des fonctions algébriques, comme on l’a vu au $ 42. Toutes 
les fonctions rationnelles de + et de y liées, par une équation de la classe, 
forment un système des fonctions algébriques à la même branchement, 
aussi lorsqu'on introduit l’une d'elles, par exemple = R (x, y), [(1)§ 42], 
comme variable indépendante. Ainsi chaque équation nous amène à une 


#) Voir la note de M. Hettner: Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen 
zwischen zwei veränderlichen Grössen, welche eine Schaar rationaler eindeutig umkehr- 
barer Transformationen in sich selbst zulassen. Göttinger Nachrichten 1884, ou 
K. Weierstrass. Mathematische Werke. Bd. 4. Berlin, 1902. S. 60 und folgende. 
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classe de systèmes des fonctions algébriques à la même branchement, 
qui se transforment l’une en l’autre par l'introduction d'une fonction du 
système comme variable indépendante de la manière, que toutes les 
équations de la même classe conduisent à la même classe de systèmes 
des fonctions algébriques, et inversement chaque classe de systèmes de 
telles fonctions conduit à une même classe d'équations (Riemann) Se 


Si le genre de l’image algébrique, défini par l'équation F (a, y)=0, 
est égal à p, et une fonction É des variables + et y devient en œ points 
égale à co! et parconséquent prend chaque valeur en w points de la 
surface de Riemann correspondante, alors le nombre des points de 
ramification de la surface de Riemann pour Pléquation qui détermine € 
en x d’après la formule (6) de § 20 sera 


w=2(p+p— 1), (1) 


tandisque le nombre des constantes arbitraires, que contient une telle 
fonction, est d’après (13) du $ précédent égal à 2u—p+1. On peut les 
déterminer, et celà d’un nombre fini de manières, de la sorte, qu’un 
nombre égal des points de ramification prendra une place déterminée sur 
la surface de Riemann; les autres des points de ramifications en nombre 


Xy + p —1) — (24 —p +1) = 3p —3, (2) 


restant arbitraires et variant d’une classe de systèmes des fonctions à 
même branchement à l’autre, ont été nommés par Riemann les modules 
de la classe (Klassenmoduln) **), comme les constantes, qui la déter- 
minent. 

53. Après ces considérations d’un ordre général passons maintenant 


m—2 n—2 m—1 n—i 
à l'étude spéciale des fonctions adjointes ®( x, y ) et %( x, y }, 
toutes les deux étant d’une valeur fondaméntale dans la théorie des 


intégrales abéliennes, — en commençant par celle de première espèce, 
m—2 n—2 ; 
o( x, y ). — Le nombre des coéfficients arbitraires de cette fonction 


m— à n—2 


o( æ , y ) d’après la formule (6) du $ 49 est égal à p; parconséquent 
la netis la plus générale de première espèce est une fonction linéaire 
homogène avec des coéfficients arbitraires de p fonctions particulières de 
même espèce, où les coéfficients arbitraires mentionnés tout à l’heure ont 
reçus p systèmes des valeurs particulières, choisies à volonté, ainsi que 
ces fonctions se trouvent aux moyens des seules opérations rationnelles; 


*) Voir Riemann. Gesammelte Werke. 2. Auflage. Leipzig, 1892. Theorie der 
Abelschen Funktionen. § 12. S. 119. 
HES €. RITI 
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par cette raison on pourrait les nommer #aturelles *). Nous désignerons les 
p fonctions naturelles de l’espèce considérée par 


LA m—2 n—2 
(1) FKT: y) 
alors la fonction générale de première espèce s’exprimera ainsi: 
m—2 n—2 B m—2 n—2 
(2) | 0x ,y)=2C8( 2, y). 
= 


Dans cette formule on peut toujours déterminer les constantes arbi- 
m—2 n-2 
traires C, de manière, que la fonction ọ( x, y ) S’annulera en p—1 des 


points donnés: 

(3) (a,,0,), (a, bah .…. (@n, bn), 

(plus des zéros nous ne pouvons pas assigner arbitrairement à cette 
fonction d’après le $ 50), et dans le point restant prendra l’unité pour 


valeur, si seulement les points (a, b,) [(3)] sont tels, que le déterminant 


1,1 k 
m—2 n—2 


Jia 
F(a; , b;) 
P 


(est différent de zéro). En effet, en portant les valeurs (3) dans la for- 
m—2 n—2 


mule (2) et en désignant maintenant par ọ,( x ,y) celle des fonctions 
adjointe de première espèce, qui doit être égale à l'unité pour £ = 4, 
y =b, et à zéro aux toutes les autres des points analytiques (3), ainsi 
qu’on aura 


(4) Fo, 


m—2 n—2 
(5) Pilar b; J=, 
m—2 n—2 
(6) pase CER 


nous aurons pour déterminer les constantes C, le système suivant d’équa- 
tions: 


m—2 n—2 m—2 n—2 
(7) C;g,( a, ,b, JF GA ar TE FC a 0h 
m—2 n m—2 n—2 


0= CE, (a, b, À OC. PA LES +08 a, D, à 


où 1=1,2,3,...k—1,k+1,...p. En éliminant les constantes C, des 
m—2 n—2 


équations (2) et (7), nous aurons pour déterminer la fonction #,( £, y ) 
l’équation suivante, en forme d’un déterminant: 


*) Dans le cas hyperelliptiques en se rapportant à la formule (m) de la note 
marginale du $ 48, on apperçoit de suite, que pour ces dernières on peut prendre 


api al? .. . £, 1. (Jacobi, Richelot.) 
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Ply) 2,9) 3,7)... 5,9)... 5, ,9) 
0 P,(a,,0;) 9,(a,,0,)... 5,(a,b,)... &,(a,,b,) 
0 CAC DEA CA EEE CAC PAU b,) 

De Rd ALIAS CS VO PENSE RE TUE 2 à (8) 

I a ON g{a,;0,)... 64 à) pi a b,) 


0 AGA b) Palay b,) y É Aa a RA AR de, b) 

m—2 n—2 
(où l’on a omis les exposants m—2, et n—2 de la fonction ọ( x,y ) 
par rapport à x et à y pour simplifier la formule). Le système des fonc- 
tions de première espèce: 


m—2 n—2 m—2 n—2 m—2 n—2 


(T,Y)} PT, y),....e(x,y), (9) 


déterminées ainsi, s'appelle un système normal et les points analytiques 
(3) — les points fondamentaux du système *). 
Comme on a 


1,1 k p 
m—2 n—2 


,b;) 
— car les éléments de ce’ déterminant, situés sur sa diagonale principale, 
sont égaux chacun à l'unité, et les autres à zéro, — toute autre fonction 


m—2 n—2 
de première espèce ọ( x ,y ) pourra étre également représentée en 
fonction linéaire des éléments du système normal. En effet, soit 


P 


m—2 n—2 m—2 n—2 
e(z,y)= Doat, y ); (11) 
en posant ici v =a, y —b,, on aura d’après (5) et (6): 
m—2 n—2 ; 
Pedis O) C (12) 
en le portant dans (11), nous aurons: 
m—2 n—2 —2 n—2 m—2 n— 
e(x,y)— DCE y). (13) 


FL 


e) Dans le cas hyperelliptique, en supposant R(x)—P(x) Q(x), où l’on a: 


p 
Pz) i (&—a;_1) Q(x) = AT (x—az;) Weierstrass prenait pour les points fonda- 
i=l i=l 3 4 
mentaux (3) les racines de l'équation P(x)—0, et pour le système normal des fonctions 


ann ESEL 2.o) évi- 


adjointes de première espèce le système des fonctions à 


dement de première espèce, étant du degré p—1 seulement, qui s’annulent pour 
t= üo; (ZH), mais pour —4»_ prennent la valeur P'(a»_;) aulieu de Tunité. 
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En particulier, on pourra exprimer par les éléments du système 
normal aussi les éléments du système naturel. 
Les constantes C, peuvent être trouvées aussi de la manière sui- 
vante. Si (a, P) (—1,2,...p) sont les points analytiques, où la fonc- 
m—2 n—2 
tion &( æ , y ) devient nulle, excepté le point (x,,8,), où elle devient égale 
p 
à l’unité, alors, en remplaçant dans (11) (x,y) par (a; ĝ:), on aura un 
1 


système d'équations analogue à (7), d’où l’on trouvera: 


h+k-2 D' 
(14) o= tI, 
où lon a 
1,1 i 
; m—2 n—2 
(15) D'—:3,( 0,8) | 
P 


et où D, désigne le mineur de ce déterminant, répondant à l’élément, 
qui est placé à l'intersection de la ligne h-ième avec la colonne k-ième. 
En comparant les deux expressions de Cr, on aura la formule: 

m—2 n—2 hk—2 D): 
(16) EX ( Ako by ; > Fi e, = LE ce D. R 


où nous avons écrit la fonction, en plaçant entre les paranthèses aussi 
ses points fondamentaux, comme des constantes caractéristiques pour ie, 


et attaché l'indice k à la lettre + pour indiquer celui des points (a tj, 63 ), 


où elle prend exceptionnellement pour valeur l'unité aulieu de zéro. 
Nous désignerons cette fonction quelquefois d’une autre manière, en 

écrivant après les variables: x,y les zéros arbitraires de la fonction, puis 

ses zéros non-arbitraires, en les séparant des premiers par un trait ver- 


tical, ainsi: 
m—2 n—2 p—1 


(17) PELT aT; | a, y), 


p—1 p—1 
où les (x,,7;) sont les zéros arbitraires, tandisque les (x,,y,) les zéros 
1 1 
p—1, . . 
non-arbitraires. Si l’on prend les G,9) pour les zéros arbitraires, on 


recevra les (ay) pour les zéros non-arbitraires, les zéros de la fonc- 


tion adjointe i la première espèce étant déterminé par la moitié de 
leur nombre total 2(p—1). 

54. On aura des fonctions adjointes de première espèce particulières, 
tout à fait déterminées, en nena fini, dites tangentielles, en cherchant 


de déterminer les constantes C, dans l’expression (11) du § précédent de 
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manière, que chacun des zéros de la deuxième catégorie coïncide avec 
l'un de la première, 
deux à deux, car les p—1 premiers cessent aussi d’être arbitraires dans 
ce cas. Mais lorsque le point (x,,y,) coïncide avec le point (x,,7;), le 
dernier zéro devient double; la droite, qui les joignait, devient tangente 
au point (t,,y,) à la courbe 


m—2 n—2 =g 
PCT, Yi 24, | 2py)= a (1) 


de même qu’à la courbe fondamentale 


m n 
F(x,y) —0; (2) 
donc, en différentiant ces deux équations et en éliminant la dérivée 
d vi i à 
E. on aura une troisième équation: 


dæ 
dp 0F pF 
0% dy ðy ðær \ | (3) 


à laquelle doivent satisfaire +, et y, En éliminant y des équations (1) 
et (3) à l’aide de l'équation (2) on aura deux éqoationg de la forme 
suivante: 


® (z; C) = (4) 
Wa )=0, (5) 


P? 
homogènes par rapport aux constantes C. du dégré # par rapport à ces 
1 


dernières, l’expression (11) du § précédent de la fonction adjointe en 
étant du premier. Les fonctions en (1) et (3) étant adjointes, ces équa- 
tions en ju aurons aussi des racines indépendantes des valeurs des con- 


stantes Û: mais ces racines nous sont déjà connues, car elles satisfont 
à Faia (9) du $ 4, savoir: 

A,(&) — 0; (6) 
on pourra donc à l’aide des simples divisions débarrasser les équations 
(4) et (5) de ces racines, et on aura deux équations plus simples, aussi 


P 
homogènes par rapport à C: 
1 1 


$, (z, 0)=0, (1) 
W,@&, C)—0, (8) 
4 1 


qui doivent avoir p—1 racines communes; donc leurs premiers membres 
auront dans ce cas un plus grand diviseur commun du degré p—1. En 


IL TIKHOMANDRITZKY. 7 


www.rcin.org.pl 


98 Chapitre H. $ 54. 


le cherchant par la méthode des divisions successives, arrêtons ces opé- 
rations au moment, où nous serons arrivé à un reste du degré p—2; en 
égalant à zéro chacun de ces p—1 coéfficients, qui seront des fonctions 


? S f 
des C, homogènes aussi par rapport à eux, on aura p—1 équations 
1 


pour déterminer leurs rapports à l’un d’eux, par exemple à C,- Ces 
équations, étant algébriques, le nombre des valeurs de ces rapports 


C; het 
g (pour î—1,2,...p—1) sera en général fini d’après le théorème de 
P 


Bezout *). En les portant dans l’avant-dernier reste et l’égalant après 
cela à zéro, on aura l'équation pour déterminer les valeurs de æ aux 
points-zéros de la fonction adjointe de première espèce construite avec 


P 
ces valeurs des C,; la valeur correspondante de y on trouvera ci-après, en 
1 


cherchant la racine commune des équations (1) et (2), après y avoir 
porté la valeur considérée de x et dans la première aussi les valeurs 


p 
trouvées des C,. Le nombre de pareilles équations pour % sera égal au 
1 
+ s 2i } C, ; 
nombre des solutions du système d'équations en ü (è—= 1,92,...92—1). 
p 
M + E I . . C; > 
*) I] serait infini, si quelquesunes des équations entre les T (=1,2,...p—1) 
r 
étaient les conséquences des autres, c’est ce qui ne peut avoir lieu que dans les cas 
particuliers, où les coéfficients de l'équation fondamentale seraient liés entre eux par 
certaines équations. — En appliquant le procedé du texte au cas hyperelliptique, on 
appercevra par la forme, laquelle prennent dans ce cas les équations (4) et (5), que 
P(x) 


les fonctions SES AM de Weierstrass (v. la note marginale du $ 53) sont de la caté- 
7" 21—1 


2 

7) devient le plus grand divi- 

T— A1 

seur commun de leurs premiers membres, lorsqu'on y fait C,—0 pour k=l. — C'est 
—10 

ce qui est aisé à voir à priori, car la fonction @( æ , y) étant formellement indépen- 

dante de y, ses zéros sont superposés deux à deux aux points de la surface de Riemann 

à deux feuillets, correspondante à l’image hyperelliptique; donc ses racines ne peuvent 

se confondre deux à deux qu’aux points de ramification, les autres valeurs égales de y 

s 2641 
ne pouvant répondre qu'aux valeurs différentes de x, car l’équation b?—R( x )=0 
n’a pas des racines égales. De même en raisonant géométriquement: l'équation 
p—1 0 

@( æ , y) — 0 représente l’ensemble de p—1 droites perpendiculaires à l’axe des x, 
2p+1 

lesquelles coupent la courbe fondamentale yÿ—R( æ )—0 chaqu’une en deux points; 

celles-ci se confondent en un seul point double, lorsque ces droites passent par les 

points doubles de la courbe fondamentale, dont les abscises sont les racines du polynome 

2p+1 
R( x ) et les ordonnées toutes égales à zéro. 


gorie considérée maintenant, car la fohction 
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Ce nombre sera aussi le nombre des fonctions adjointes tangentielles de 

première espèce. Il n’est pas pourtant facile de le trouver par la consi- 

dération du système de ces équations en w à cause de leur trop grande 
p 

généralité; mais il sera déterminé par d’autres considérations dans le 

dernier chapitre de ce livre, où l’on trouvera égal à 


Nam E 0 (9) 

55. A l’aide des fonctions adjointes de première espèce, que nous 
avons étudié au § 53, on pourra construire une fonction qui devient infinie 
du premier ordre: œo aux p points donnés, — pourvu qu'ils satisfassent 
à la condition, qu’une certaine fonction adjointe de première espèce s’annule, 
quand on remplace les variables x et y par leurs valeurs en ces 
points**), — et qui contient deux constantes arbitraires. En effet, posons 

m—2 n—2 


| Sue T,9) 


TEN Pre" 


À peu s, y) 


et déterminons les rapports des toutes les h, à B, de manière, que le 


(1) 


dénominateur s’annule à p— 1 des points Je: 0’; on pourra si-après 
donner à 8, une valeur arbitraire (par exemple prendre B,—1), car dans 


p p 
(1) on a 2p—1 rapports des s et B; à $,. Mais ce dénominateur devient 


0' encore en p—1 d’autres points, qui sont déterminés par les premiers ; 
déterminons donc les coéfficients 4, du numérateur de la manière, qu'il 
s’annule en p—2 de ces derniers points; cette condition nous donne 
p—2 équations linéaires entre les coéfficients 4, dont deux restent par- 
conséquent arbitraires***), et nous aurons ainsi une fonction, qui devient co! 
en p points, dont l’un est déterminé par les autres p—1 de ces points, 
et qui contient linéairement deux constantes arbitraires. Les fonctions 
qui deviennent égales à co’ en w points de la surface de Riemann, 
uw étant <p, sont des fonctions spéciales, que nous laissons de côté. 


m—i n—1 
56. Passons maintenant à l’étude de la fonction adjointe ®( x , y ). 
D’après (7) $ 49 elle contient linéairement, outre un facteur constant 
commun à tous ses termes, encore 


*) On pourra consulter pour les courbes adjointes tangentielles aussi le livre de 
H. Stahl: Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1896. § 32, S. 257. 
**) Car d’après le $ 50 on ne peut donner arbitrairement que p — 1 zéros d'une 
fonction adjointe de première espèce. 
###) Dans le cas général, lorsque les zéros donnés ne forment pas un groupe 
spécial (Noether); dans le dernier cas le nombre des constantes arbitraires est donné 
par le théorème de Riemann-Roch ($ 68). (V. H. Stahl,1. c. § 11, 5. 81 und folgende). 


7* 
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(1) p+m+n— 2 


coéfficients indéterminés, et d’après (24) § 50 elle a 
2) 2p+m+n—2 


zéros mobiles, c’est-à-dire variants d’une fonction à l’autre de la même 
espèce; mais de ce nombre seulement pm<+n"—2 zéros peuvent être 
donnés arbitrairement, après quoi les p restants seront complètement 
déterminés. On peut toujours assujettir cette fonction à la condition de 
prendre la valeur 0' pour toutes les solutions du système d'équations: 


[E (æ, y) — 0, 
(3) lax + bye —0, 


deux solutions exceptées, que nous désignerons par (6, Y) et (N, Yy). En 
éliminant y de la première de ces équations à Paide de la deuxième, 
on aura pour déterminer v l'équation 


n 


(4) | F(E, 0 


du degré m+n par rapport à l’inconnue z; y étant d’après la deuxième 
des équations (3) une fonction uniforme de x, on voit, que le nombre 
total des solutions du système (3) est égal à m+n. Quelquesunes de ces 
solutions pourront être infinies: cela aura toujours lieu, si le coéffcient 
a, de l’équation fondamentale est effectivement du degré moindre que 
m *): alors le degré de l'équation (4) s’abaissera au-dessous de m+n, ce 
qui signifiera que quelquesunes des racines de cette équation se sont 
éloigné à linfini; la valeur correspondante de y sera aussi infinie dans 


m—1i n—1 


ce cas. La fonction Ÿ( æ , y ) ne deviendra pas nulle que pour celles 


de ces solutions, qui correspondent à £ et à n; pour toutes les autres, 
finies ou infinies, on aura 


m—1 n—1 


(5) 9Cz, y )—0. 


En portant ici la valeur de y, tirée de la deuxième des équations 
(3), on aura l'équation: 


(6) p(z, — so si, 


du degré m + n—?2 par rapport à l’inconnue x, qui doit être satisfaite 
par toutes les racines, finies ou infinies de l’équation (4) à exception 
de £ et de n; donc on doit avoir: 


7#) C'est ce qui aura toujours lieu dans le cas d’équation hyperelliptique 
2p+1 
yÿ*—R( x )—0, où le degré de a, est un zéro aulieu d’être égal à 2p +1. 
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pute az + e b 

( ce 5 )= ACDC (n) 
Après Aoi “effectué la division à droite, on n’a qu'à égaler les coéf- 
ficients ides: mêmes puissances de æ dans les deux membres de cette 
égalité Joué avoir les équations linéaires entre les coéfficients de la fonc- 


tion %( 7 9 ), qui serviront à les déterminer. Il y aura en tout m+n — 1 
équations, tandis que le nombre total des coéfficients de la fonction avec 
la constänte: C sera d’après (7) du $ 49 égal à p+m+n; donc on tirera 
de ces fuâtions les expressions de Mm+n—1 des coéfficients en fonctions 
linéaires dé p autres et de la constante C, ainsi qu'il restera encore p-1 
cf indéterminés, C y compris *). Cette fonction adjointe, déter- 


m—i n—1 


» hage cas hyperelliptique la fonction W( æ , y ) aura la forme: 
O.Š 
P, = (2) y + 0, (2) (a) 
où l'on aura: ` 
2e 20 2p—1 
Dr) = LT" +ax +: + ap TH ap; (b) 
2p i 
DE) = how pp ety. Sy -+ Bap_ 1 F Pop. (c) 


L’équation (4) de ce § prendra maintenant la forme 
ax c 2 2p+1 
(- 2 Ee) Re z )=0; (a) 


étant seulement du degré 2p+1 aulieu d’être du degré 2p+3, (car m+n—2p+ 
+1-+2=—2p+3), elle aura deux racines infinies. Si maintenant £ et n sont deux 
racines finies de cette équation, la fonction (a) devra avoir de même deux racines 
infinies; donc la valeur de la fonction: 


æ 1 2 1 i ; 
ND = T4 ( —)= =) +5, (e) 
y 
où l’on a posé: 


- 2P 9 

DE) —ag +4 HaT. - Hag ap at ant + , + appt, (£) 
Go) Ro 18 BTA Heap = hoH HRH: «Bu 
KT)= Po T P10- Pa Pop =Po tH Pit Hot +: font, (8) 


pour ż infiniment petit doit être elle-même infiniment petite d’un ordre de deux unité 
plus élevé, que l'ordre de la quantité 


= =. dx 
FF, y) ‘ FE (h) 
dont la valeur principale est égale (d’après (i) de la note marginale au $ 48) à 
+ VAë, (i) 
aulieu d’être du même ordre, comme l’exigent les seules conditions d’adjonction; donc 


on doit poser: : 
ag = 4 = ag = + ap _ 1 —%p = Bo — 0, Pa G) 
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-minée de la manière décrite, est dite de troisième espèce. La fonction 
générale de troisième espèce, contenant linéairement p 1 constantes arbi- 
traires, est une fonction linéaire des p+1 fonctions adjointes de troisième 
espèce particulières, qu’on aura en donnant les valeurs particulières à 
ces constantes. On verra dans le $ suivant, que toutes ces fonctions, après 
avoir été divisées par ax-—+by+c, ne diffèrent entre elles, outre un facteur 
constant, que par la fonction adjointe générale de première espèce 


m—2 n—2 


®( x,y ). Pour déterminer le facteur constant on assujetit la fonction à 
une nouvelle condition, comme on le verra plus loin. 


et l’on aura: 
2p—1 
(k) pik D —Ù Ce )y LU z); 
quant aux autres coéfficients, on les trouvera en résolvant les équations, que donnera 
la comparaison des deux membres de l'équation: 


“ax + c\? C2 
p—i ax + =) sa b ) fi, ʻ 
D oC m (— +a = e 
On peut cependant sans faire ces calculs tirer de cette équation la forme usuelle 
2p 1 


de la fonction (x, y) pn le cas consideré, donnée par Riemann. En posant pour 
abréger à 
ax + e 
m PR > 
(m) RE 5 


2p+1 i 
et en portant dans (1) y? aulieu de R( x ), qui lui est égal en vertu de Péquation 
hyperelliptique, on aura, après avoir tout transporté à droite: 


(n) EET )7—0( £ FC @ —n) 
en ajoutant cette TL avec (k), on aura: 

o ie Sete FAN 
*o) ne ora stp )+ (x — E) (æ — 7) 1) : 
Mais en vertu de (m) on a l'identité: 
(p) ax + by + c =b(y— Y); 
en divisant par elle l’égalité précédente, nous aurons: 

29 1 

(a) VX, y) OR E E: 


A r A E a C 


Le second membre à droite peut être transformé ainsi: de équation de ki droite pas- 
sant par les points: 


(e) (Ey =VR®) et (n, h~ V R)) 
on tire 

Ya — 
C = sa Ë (s= D +Y; 
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57. Comme on a 


F(2,y) — 0 et F'(n, Yn) —0, (1) 
où l’on a en vertu de la deuxième des équations (3) § 56: 
£ n 
y=- E, et paes (2) 


on pourra, en posant encore pour abréger 


Jea, (3) 


xeprésenter l’équation (7) du $ précédent ainsi 
F(c,5) FE, y) F(n Y) 


m—i n—1 £ i 


je 4 
YC, y= acnee] o : A i 


| 1 1 1 


(d’où l’on apperçoit de suite la divisibilité par s—k, s—n, —n du, 
second facteur du second membre de cette équation). À l’aide de cette 


parconséquent on aura: 


Yz Y 
y+ Y=y+ RE à 
RE. dr LE 4 5 Ge) 


(t) 
n — E 
AET VE Re TEEN, 
: n— À 
et par suite 
E = 1 PT +4, 
@—E)(e— 1 D En Vue Gay rer). (u) 


En le portant dans (q) et en posant d’après (23) § 57 
C=b(E— 1) | (v) 
on aura définitivement la forme cherchée de la fonction 


2p 1 
bey) Y +Y; A 
as +by-Fe (= e= +002) (w) 


LP ; 
en posant pour abréger z 9o( x Ce æ y Ce polynome n'est qu'une fonction adjointe 
de première espèce; en l’enlevant, on aura de même une fonction adjointe de troi- 
sième espèce (divisée par ax-+by-+c¢), qui prendra la forme : 


_ (VREEVRE R 


æ—% g —"1 


(x) 


en vertu de (r). C’est là la forme usuelle de cette fonction dans le cas hyperelliptique. 


(V. notre ouvrage: L’inversion des intégrales hyperelliptiques. Kharkow, 1885. Ch. I, 
p. 8, formule (6) [en russe]). S 
aih 
ANAS 
voise, 
ONA © 


À 
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m—\ n—1 
formule il est aisé de trouver la valeur de la fonction y(x , y) pour 
LEE, Y= =Y et de même pour T=h, ! Y—=Yr En retranchant la deuxième 
colonne de la première et en divisant la première colonne du résultat par 
æ—%, on aura, vu (1): 
m—1 n=l C Fe, j -F&, v9, 

(5) Y( T, Y )=. d ` Er.) 


en æ—E 


en faisant approcher indéfiniment le point (x, y) du point (, Y: ), on aura 
à la limite 


m—i n-i o IFG, y) 
(6) UT: J tit rene TE 
mais on à 
aF G, y) OFE, H) OFE, y) dy: 
0) A 
dé ð$ dY; d5 
et on tire des équations (2): 
Mi. à Un Ve ITY 
(8) I oeh e e De T hi 


[aussi d’après l’équation de la droite passant par les points (f, Y) et 
(n, 7,)} en le portant dans (7) et de là en (6), on aura: 


S 


m—i n—1 C da Ye) * OF(E, Y) 
(9) ($ PET EE. E LE De w, — u): 
De la même manière en trouve: 


o (Fl bYn) a OEO Yn) 
ael ED a). 
m—iÍ n—i 


On voit par ces formules, que les valeurs de la fonction UT TZ, Y) 
aux points (¢, Y.) et (n, Y Yr) sont indépendantes des coéfficients de cette 


m—1 n—1 


fonction. Donc si l’on désigne par 4,( z’, y ) une autre fonction adjointe 


de la même espèce, dont le nombre d’après le $ précédent est at! Ja 
différence 


(10) TE , v, == 


m—i n—1 m—i n-i 


(11) ANET y)—5U z, y) 


deviendra nulle aux points (6, Y) et (n, Yy), comme la fonction ax + by + c, 
et aux points infiniment proches de ces points sera infiniment petite 
d’un ordre pas inférieure que cette dernière. En la divisant par cette 
dernière, on aura une fonction s 


* 1 m—1 n—1 —1 
(12) EX x, La vs br )| : (ax by +0), 
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qui reste finie pour toutes les m-+m solutions du système d'équations (3) 
du $ précédent, le numerateur s’annulant en même temps que le déno- 
minateur pour ces solutions, comme il suit de ce qui précède, — de sorte 
qu’elle paura que 2p— 2 zéros mobiles —, et qui satisfiera à toutes les 
conditions, auxquelles satisfait la fonction adjointe de première espèce 


m—2 n—2 
o( x,y) Pour les points de la première catégorie [(1°) du $ 44,] cela 


est évident, car la fonction en crochets est adjointe et le diviseur ax-+-by +c 
est fini et différent de zéro en ces points; donc elle est de même ordre 


7 dæ À ; s 
que la fonction Æ,(x, y): ge €n ces points. Pour les points de la deuxième 
catégorie le quotient de la division de l’expression en crochets par cette 


s r 4 ë Ë 1 = d 
dernière fonction devient infini comme z Pour y=0; mais .de la même 
manière devient infinie en ces points la fonction ax+by-+c;-donc le 


, E F ts dæ 
quotient de la division de l'expression (12) par la fonction #,(x, y): di 
restera fini, et parconséquent les deux fonctions seront de même ordre. 
Les mêmes considérations s'appliquent à l'expression (12) aux points de 
la troisième catégorie et nous conduisent au même résultat. Quant aux 

f J RE 1 1 
points de la quatrième catégorie, en posant D, Y— F on aura 
+ 


m—1 n—1 dæ : m—i n—i dx 
RAT DE CT, Y) 


Ve Fe Te es | ALES Es Re 1 13 
Gr F by FOF @n (0 F bt +7) Faa, y) i 


m—1 n—i 
F(z, ÿ) étant déterminéé par léquation (21) du $ 44 et %( 7,4 ) par 
m—1 n—1 MRC EEERIIT 
l'équation analogue à (14) § 44; les deux fonctions %,(Z , y )et F, (@, y) n 
étant du même ordre d’après les conditions d’adjonction, il parrait que 
hits pour æ—0, FE 
mais on a vu au $ précédent, que les points de la quatrième catégorie 
n’existant que dans le cas, où a, est du degré inférieur à m, l'équation (4) 
du $ précédent et parconséquent l’équation (6) du même $ auront des 


l'expression (13) devient infinie comme 


m—i n—1 
racines infinies; donc la fonction (x, y) aura des nouveaux zéros à 
m—1 n—1 


l'infini, et parconséquent %,(ZX , y ) sera d’un ordre plus élevé au moins 
7 E 7 í : nes : 

d’une unité, que (x, Y): Te Donc aussi aux points singuliers de la 

quatrième catégorie l'expression (12) ne sera pas d’un ordre moins élevé 


que. F, (£, jea On en conclut que le quotient de la division de 


m—2 n—2 


l'expression (12) par une certaine fonction &( x , y ), de première espèce, 
sera une fonction uniforme, finie et continue sur toute la sphère de 
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Riemann; mais une telle fonction ne peut être qu’une constante*). Donc 


on aura. 


m—i n—1 m—1 n— m—2 n—2 
a) [ea r, yyt, facto +92 y), 


d’où l’on tire:. 


m—1 n—1 m—1 n—1 m—2 n—2 


(15) Wz, NE M) aaa Ai A ES, y ), 


en désignant simplement -y a par C, et en liant le facteur C, du second 
m—2 n—2 

terme avec les coéfficients arbitraires C, de la fonction z( æ , y ) [(11) 

$ 53]. C’est ainsi, que s'expriment l’une par l’autre deux fonctions diffé- 


m—1 n—1 


rentes de troisième espèce %( x , y ), déterminées de la manière expli- 
quée plus haut à l’aide de l'équation: 


(16) ax + by +c—=0, 


[en parlant géométriquement, qui s’annulent en tous les points d'inter- 
section de la droite (16) avec la courbe fondamentale, les points (4, VA) et 
(N, Yn) exceptés]. Les p+4-1 coéfficients, qui restent après cela indéter- 
minés, sont les p coéfficients arbitraires de la fonction générale de la 


m—2 n—2 


première espèce 4( x , y ) et le facteur C. On voit par la formule (15), 
que la demande d’avoir un zéro au point (£,7,) ou au point (n, Y) outre 
les zéros déjà fixés, ou cette autre d’avoir ses p zéros sur une courbe 
m—2 n—2 m—i n—1 
adjointe +(æ , y )=0, pour la fonction %,( æ , y) la réduit au dernier 
terme du second membre de cette équation (15), car en y rem- 
m—íi n—1 
plaçant (x,y) par un de ces point (x,y), on en reçoit: C,4( z , y )—0, 
m—i n—1 

d’où il suit C,=0, car Y Z , J ) est finie et différente de zéro. 

Pour 4$, Y=Y; la fonction ax—+-by—-c s'annule; mais son rapport 
à æ—t sera une quantité finie différente de zéro; la même chose aura 
lieu pour l’autre point æ—n, y—y,. En effet, on a 

dy; 
a+b- A ; 


AME 1 


æg — E 


(17) aa Biha des Hd 
| 


*) En effet, une fonction symmétrique des toutes les valeurs d’une telle fonction, 
qui se rapportent à la même valeur de x, serait alors une fonction uniforme, finie et 
continue sur toute la sphère ordinaire (à un feuillet); donc elle serait une constante; 
on pourrait donc former une équation à coéfficients constants, dont la fonction en 
question serait une racine; donc cette fonction se réduirait à une constante, c’est ce 
qu’il fallait démontrer. 
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mais le point (6, VA) se trouvant sur la courbe fondamentale, c’est- à- -dire 
les valeurs EY; satisfaisant à l'équation F(z, n ek 0, on aura: 
FCE, y) DFE, y) dy, 
ET "Tr ii P DAA, (18) 
dy. DE. a 
en portant la valeur de => d'ici en (17) et de même la valeur de ș 
de (8), nous aurons 


IFE, y) i IFG, y) 


+ h 
ax +iyke| b d% dy: 1 €) 
zg at En e OMR SN ei (19) 
Yg) 
| dy, 
D'ici et de (9) il suit, que 
m—i n—1 
i PE Fa de 70 EN C 
in rene E E a 


De la même manière on trouvera, que 


m—1 n—1 


;' (x, y) | Pi C 2 
ja nee M Te @1) 


n 
car on a 
IE (N, Yn) Oha ) 
etyre NA vin ai j my EU) 
dy 1 1 
Si l’on pose, pour finir la détermination de la fonction 4( x, y): 
C=b(t— n1), (23) 
les équations (20) et (21) deviendront : 
—1 n—1 
; We RE 
im foros e e= se 
v y ę $ 
N Ris ? x 3 y g a — 
pu noie je—nez,= +1. des 
De là suivent pour la fonction: 
et NN 
MCE 
CARTES ACN (26) 
telles développements: au voisinage du point (6,92): 
m—i n—1 
PCæ, y) 1 
Gwyronen tt FU) PTE 
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et au voisinage de l’autre point (7, Yyy): 
$ m—1 n—1 


YCx, y) AE : 
ee (ax +-by+c)F,(x, y) etes oder 


en désignant par la lettre allemande P une série, ordonnée suivant les 
puissances entières et positives de l'argument. ; 
Nous avons supposé dans ce qui précède, que les points (£y) et 
(nY) étaient différents des points de ramification. Si l’un d’eux, par 
exemple (69e), se confondait avec un point de ramification d'ordre p, on 
poserait æ—£6—#{" et on définirait la fonction de troisième espèce 


m—1 n—1 : 
d( TX, y ) à à egs , , 1 ite 
astbgte Da la condition, qu'aux environs de ce point on aurait: 

m—in—1 dx 
(29) tons € + PO): 


il faudrait donc pour ce point de ramification modifier le$ conditions 
d'adjonction de manière, que l’ordre de la fonction 


m1 n—1 
s Wr, y) 
(80) ar bye 
pour ¢ infiniment petit serait inférieur d'une unité de celui de la fonction: 
i dæ 
(31) F (2, y): IP 


aulieu de lui être égal, comme exigent les conditions d’adjonction. — Si 
Pautre point N, Yy), lui aussi, venait à tomber en un autre point de 
ramification, on procéderait de la même manière.— Si le point de rami- 
fication, dans lequel tomberait l’un des points (¢, VA] ou (n,7,) se trou- 


verait à l'infini, on n'aurait qu'à poser x =t”, si l’ordre de ce point 
était p, et puis continuer de la manière indiquée pour le premier cas. — 
Il faut encore remarquer, que lorsque le point (6,9) coïncide avec un 
point de ramification, un certain nombre d’autres points d’intersection 


mn 


de la droite ax—<by—c—0 avec la courbe fondamentale F(s,y)=0 y 
viennent à tomber aussi, c'est ce qui augmentera le nombre de zéros de 


m—1n—1 


la fonction ©( x, y ) en ce point de la sorte, que sa valeur aux environs 
de ce point pourra être infiniment petite d’un ordre plus élevé, que 
l’exigent les conditions d’adjonction*). 


*) Dans le cas hyperelliptique il n'y a aucune condition d’adjonction pour 
les points de ramification, situés dans le fini, (comme on l’a vu dans la note margi- 

2p 1 
nale du $ 48); il n’y en aura pas aussi pour la fonction (x, y) dans le cas con- 
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m—1 n—1 


LA æ , y) (1) 


ax + by +c 
m—1 n—1 
(æ , y ) étant la fonction adjointe à l’équation 
F(z,y)=0, (2) 
déterminée au § 56 par la condition de s’annuler pour toutes les paires 
des valeurs de x et y, satisfaisants à l'équation (2) conjointement avec 
cette autre: 
ax+by+c—0, (3) 


sideré; car en posant æ—a; + t? et parconséquent y=tV R(a,)+ ER (t), comme on 
. 
a «a, b.0 + c—0, on aura aux environs de ce point: 


a+ by + e—0V R (a) t4 PRE), (a) 


20 1 
. . . l 
quantité infiniment petite du premier ordre. On aura dans ce cas la fonction apte y) 


ax + by+ c 
en posant £— «a, dans la formule (x) de la note marginale du § 56, ce qui la réduira, 
cette formule à la suivante: 


33 LES E CETTE) | (b) 


z— d; £ — h 


Dans le cas, où le point (n, Yy) tomberait dans le point O' à l'infini, (qui est de rami- 
2p 1 

fication pour m= 2p + 1), l’ordre de la fonction L,(x,y) doit être d'une unité moindre, 

d’après le texte, que dans la note mentionnée, de ses deux zéros à l’infini l’un se chan- | 

geant en le point (1,7), où elle ne doit pas s’annuler; donc 8, ne sera plus égal 


29 1 
à zéro, et la fonction (zx ,y) prendra la ‘forme: 


2p: EL: p—1 2p 
Lx, y)= 0 x Jy- (x). (c) 
z C et E—n 


Comme en vertu de (v) de la note citée on aura: = 
LAN ASN q=% 


=b, et ayant 


égard à (m) de la même note, on aura au lieu de l’équation (1) de la note citée du 
§ 56 la suivante: . 
p—1 20 TE 
à Y2—R( x 
oC æ Y+) CE), a) 
2p ; 
en éliminant 0 (æ) à l’aide de celle-ci de la précédente et en divisant le résultat 
par (p) de la même note, on aura: 


2p 1 3 
TT r E yY, 
ax}by}c b CE )— x —E€ ? (e) 
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à l'exclusion des solutions: 
(4) -B= Y=YS TN, Y=, 


sera dorénavant désignée, d’après M. Noether, par Pen (x, y: a,b), ainsi 
qu'on aura 


m—1 n—1 
(x, y) 
(5) ax + by +c = PG, ia.) 


— si elle devient 0! aux points (a,b) (i—1, 2, 3,...p). Ces valeurs 


? 
(a,b) peuvent être données arbitrairement, à la seule condition: le 
1 


déterminant 
k ya m—2 n—2 
(6) KARA OEL 
p 
m—1 n—1 e 


en effet, en désignant par %,( x , y ) une fonction quelconque particulière 
de cette espèce, nous aurons d’après (15) du § précédent: 


m—1 n—1 m—1 n—1 NE 


er W(æz , y) ; 
(7) ax 4 by} e — S RE ep pr +Èc AT ERE DE 


(en changeant les rôles de 4 et %, et en écrivant au lieu de ọ( x , y) 
son expression par le système fondamental des fonctions de première 
espèce, [(11) $53]); en posant ici æ—a,, y=b,(i—1,2,...p), nous aurons 
pour déterminer les constantes C, conformément à la condition prescrite 
un tel système d’équations: 


UX ( a; ; b. ) m—2 n—2 


(8) = he + Oe a; , 0), 


C 
ayant pas, on tirera de (m) de da note citée: Y=y;— + (0—5), ce qui 
changera (e) en celle-ci: 
2p 1 ; 
(£) ax+by+e  b LR pe: 14. 
et en y remplaçant y et Ye par leurs expressions en x et ¢ respectivement, on aura 
pour la fonction cherchée définitivement: 
` 2p 1 
(8) UD VR(&)+VR(E) 
ax +by+c ~ Eve EE UE 


en posant encore: 
Fi pes a p—1 
(hb) l gor) +g —=0( x), 
— évidement aussi une fonction adjointe de première espèce. — On vérifie aisement, 
LR la fonction (g), divisée par 2 R (x): = pour æ—t"? devient infinie comme 


+ pour ee 3 
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U=E,2:9,.::#}00n ex tire: 


D® 
C= — EX : à (9) 
où l’on a 
1,1 j 
| m—2 n—2 
ss] ?; a; . b,) : (10) 


` k ge . + . 
et où D désigne ce, que devient ce déterminant, lorsqu'on y remplace 
la colonne k-ième par 


m—1 n—1 
Hi a; ; b;) à 
aa, 4 bb, Fe ` [Cest E AE à (11) 


Le numérateur et le dénominateur de l’expression (9) de C, sont des 
fonctions alternées des paires (a,b), et parconséquant C, en sera une 


fonction symmétrique. Nous entendrons dorénavant*) par (a, b,) les points 
fondamentaux da. système normal des fonctions adjointes de première 
espèce 9, (x a „Y S [(9) $ 53]; alors la fonction adjointe ai l'espèce con- 
sidérée la ue genérale, avec des zéros aux points (4, B) sera donnée 


d’après (15) du § précédent, en vertu de (5) par la PEE 


p m—2 n—2 
Pr,(x, Y; % 6) ar. Pe, (2, Y;a; b) HE 2 zY) (1 2) 
où lon a 
m—2n—2 m—2 n—2 
202,9) Gi srh (13) 


les constantes C, étant maintenant déterminées par la formule, qui résulte 
? ? F 
de (9) après le changement de (a,b) en (x,,f;) et de la fonction (11) 
1 1 
? 
en Pe (a.,B.:a,,b). 
En CG, P, 17 
On peut déterminer ces constantes encore d’une autre manière. 
En posant æ—a,,y—b, dans l'équation (12) et (13), on aura 
p m—2 n—2 m—2 n—2 
Pin (a, Le T, B) = a, , b, h a( a, ? b, )=C,, 
et par suite: 
C,=P:,(a,, b p 24: 8; (14) 


*) Le $ suivant excepté. 
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en portant les valeurs de C, de (14) dans l'égalité (12), on aura: 


m—2 n—2 


(15) Per, y; a ji B) = Pin (x: y;4, EE Parla, b; sa, BIP T y) 


En comparant (14) avec (9), on aura: 


t E pp 
où l’on a maintenant 
El j 
m— nat 
(17) DEAA , 8) 
K 


k , , . é TA 
et D® s’en déduise en remplaçant la colonne k-ième par 
Š Pp 
(18) Pin (tp Bi; Ur b,). (i=1,2,...») 
$ re p : 
Dès ce moment Cest toutes ces fonctions P; (2, Y; di 8), qui seront nom- 


mées fonctions adjointes de troisième espèce, et les constantes $ et n, 
avec les valeurs correspondantes de y, leurs paramètres. Les points (É, 7.) 
et (n, Yn) de la surface de Riemann on pourrait nommer les points- 


paramètres *). 
m—i n—1 


Nous désignerons quelquefois la fonction Ÿ( x , y ) aussi de cette 
manière : 


m—1 ni 


(19) PA T, y ; TE y) 


à P z ». . 1 I LA . . 
où les (x,,y,) sont ses zéros arbitraires et a, y.) ses zéros non-arbitraires. 
/ 1 


Pp 
On peut dans la formule (7) déterminer les constantes C, de telle 
1 


maniere, que les 2p zéros variables de la fonction à gauche de cette 
équation a ac En égaux deux à deux. On Fours les valeurs des 


constantes C, et aussi les valeurs des zéros doubles @ y,) de la fonction 


considérée, E la méthode, que nous avons donnée PR le § 54 pour 
déterminer les fonctions adjointes tangentielles de première espèce; mais 
ici les unes valeurs comme les autres seront dépendantes des points 
(E y.) et (n,y,), à cause de polynome as -+by+c, qui figure dans 


l’équation (7) et qui, égalé à zéro, représente la droite, qui joint ces 
deux points. En portant ces valeurs dans l’équation (7), nous aurons 
l'ane des fonctions adjointes tangentielles de troisième espèce. En effet, 


» raient définit autrement la fonction de troisième espèce (v. Hettner, 1. c.); 
une nouvelle définition a donné aussi M. Ermakoff; nous avons préféré celle de Briot 
et Bouquet, qui appartient à Clebsch et Gordan, dans la forme que lui a donné M. Noether. 
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en égalant cette fonction à zéro, on aura une courbe adjointe de troi- 

sième espèce, qui sera tangente à la courbe fondamentale F( 2,ÿ)=0 

aux points @;y), y étant confondu, en chacun, deux points de son inter- 
1 


section avec celle-ci. Nous reviendrons encore à ce sujet plus loin. 

59. La fonction adjointe de troisième espèce avec les paramètres 
t et n est complètement et uniformément définie par ses zéros, les 
constantes C, entrant linéairement dans son expression, donnée par les 
formules (12) et (13) du $ précédent. A l’aide de cette remarque on 
peut aisement démontrer plusieures des propriétés de ces fonctions, qui 
jouent un rôle important dans la théorie des intégrales abéliennes *). 
La première propriété s'exprime pâr légalité suivante: 


Pyg (x, N b)+ P(e, Yap b)= Pile, ZA b).. (1) 
Pour démontrer cette égalité on n'a besoin que de remarquer, que 


la fonction à gauche est une fonction adjointe, qui devient œ> aux points 
($, Y:) et (N, Yn) de manière que 


| T 5) 26 à 


(car on a d’après (24) § 57 vu (5) $ 58: 
in (bre Le fee :) 0) 
im | —;—— (2 — =— 1, mn. + À 
: (a y) hs i Gap £, y) k == 


Teeri 
lim E ten) +, (3) 
TN 


(car on a d’après (25) $ 57 vu (5) $ 58: 


Pis P; 
i p eN D) a N (ze Ta 1—1), DITEN 
comme la fonction à droite en (1), tandis qu’au point (Ẹ, Ye) on aura: 
lim Er 9), —0, (4) 
Fy(& =k 


(car on a d’après les formules citées des §§ 57 et 58: 


lim H oe ie 2—9), AERE lim a Fly) (x — —) DE E: 


et 


*) Suivant M. Noether. 2. Note. S. 2—3 (1. c.). 


M. TIKHOMANDRITZKY. 8 
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— donc c’est un point ordinaire pour le premier membre de légalité (1), 
comme pour le second; on a de plus | 


(5) (oara OR 


pour toutes les valeurs de ji Aah Bb ...p; mais par toutes ces pro- 


priétés la fonction Pi, (£, y; "g 


set 


b) est définie complètement; d'où suit l'éga- 


lité (1), qu’il fallait PERS 
On peut écrire l’égalité (1) encore de cette manière: 


P? 
(6) P; (7, Y; f, DY — Pre, y; 3,82 = Per(x, y; a. b), 
ou, en changeant n et C l’un contre l’autre: 
? 
(7) Payad) = P(x, v;a, b)— P (2, Y; a,b), 


[ce qu’on démontre du reste de la même manière que l'égalité (1)]. 
l’on permute ici les lettres ¢ et n, le second membre de l'égalité as 
seulement le signe; donc on aura 


» 
P; (2,9; a, C D=— P; (2, y; a,,b,). 
1 


Les deux dernières égalités expriment des propriétés nouvelles de la fonction 
considérée: la dernière, que la fonction P:, est une fonction alternée des 
deux paramètres, £ et n, c’est-à-dire qu’elle ne change que de signe, 
lorsqu'on met un paramètre à la place de l’autre, d’où il suit à son tour 
qu’elle s’annule pour £=1, Y; =Y [ce que du reste on voit par (7),] 
l’avant-dernière — qu’elle se décompose en une différence des deux 
semblables fonctions, dont chacune ne dépend que d’un seul de ses 
paramètres. 
60. Revenons à l’équation (15) § 58: 


—2 n—2 


p ? p p m 
(1) Pet, 95, RD) Pen, Y; a, DJF Èi Pirla, bj; as DEA Ty). 


En posant ici suivant Mr. M. Noether: 


fe ME A an gü l 
(2 ] ` | PC | ER dt A 
B,=y = 0, Rb, j 
et ayant égard à ce, que 
p? 
(3) Pi, y, 2, Y, h b,}=0, 
(4) P:, (a, $) b,;x, y, 4; ,b)—0, 


WwWw.rcin.org.pl 


$ 60, 61. Chapitre II. | 115 


pour 2—2, 3,...p, nous aurons: 
m—2 n—2 
O=P:, (x; y; ab) + Para AL MAER æ , y ), (5) 
d’où il suit: 
m—2 tn] 


CU b)=— Piy (a, bi LUE (6) 


c’est-à-dire, que si après avoir transposé dans la fonction P:, (x, Y; dp b.) 
m—2 n—2 
(x,y) avec (a,,b;) on multiplie le résultat par —9,( x, y ), on aura la 


même fonction; et en général, si l’on transpose (x, y) avec (a,, b,) et 
m—2 n—2 
multiplie j résultat par —9,( xz, y), on aura la même fonction 


Pen (£, y; a, b): 


m—2 n—2 


P; (£, Vi tp AR Pa, di; a; a, rby BY; Gi , bjr æ,y}) (1) 
61. En posant dans légalité (7) $ 59: 
at tr, 
on aura après l'avoir divisé par —Af, en vertu de (8) $ 59: 
Papas ee a, d )  APy (2,9; apb) 
AE RAE SES () 


en approchant AË indéfiniment à zéro, la fonction à droite aura pour 
limite la dérivée de P:7 par rapport à £, la fonction à gauche — celle, 
m—1n—1 


en quelle se change la fonction 2i Lei lorsqu'on pose en (7) 


E 


§ 56 n= et C=— bAt — d’après (23) § 55 (en parlant géométrique- 
ment, lorsque la sécante az—by—c—0, menée par le point (é, VAL 
devient la tangente au même point à la courbe fondamentale). 

Cette double dérivation de la nouvelle fonction permet démontrer aise- 
ment ses propriétés principales. Celle, qui est exprimée par le premier 
membre de légalité (1), montre de suite que c’est une fonction adjointe, 
qui devient — ©? au point (¢, Y) ou, en parlant autrement, qui devient co! 
en deux points coïncidants. C’est ce, qui permet de recevoir cette 
fonction par la méthode de $ 56 et celle de $ 59— pour les fonctions 
adjointes tangentielles de cette espèce, en prenant pour ax—-by—+c—0 
la tangente à la courbe fondamentale au point (6, Y;). En outre, on voit 
par cette définition, qu’elle ne dépend nullement de £ qui figure formelle- 
ment à droite dans cette égalité. Du reste il n’est pas difficile de démontrer 


8* 
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l'indépendance de la nouvelle fonction de € ainsi: en différentiant par 
rapport à £ légalité (7) $ 59, nous aurons: 


dP. (a, y; a, ES Fee y; ap b 5 
2) z Lae 
( dé dE ; 


car le second terme à droite de légalité mentionnée est Héosdant de £; 
mais ici la fonction à gauche peut être reçue de celle à droite en 
remplaçant € par n: la fonction, conservant sa valeur malgré ce changement, 


p 
ne peut pas dépendre du second paramètre de la fonction Fe, (x, y; a., , 0). 


OF(E, w) 
Nous désignerons cette fonction après lavoir multiplié par T eR , par 
E 


p 
E:(x,y;a,,b), de sorte que: 
1 


Pp 
OF(E, Ys) APh, V5, b,) 
Op RE d£ ; 


(3) E;(x, ma, oR an 


Il est facile de voir par celà, que pour 2=—a;, y=b,, on aura E:(x, Ya 'b)=0. 


Cette définition de la fonction donne de suite la forme de son développement 
aux environs de point (£, y.): d’après (5) $ 58 et (27) $ 57 nous avons: 


Fix, F9) et); 


Pp 
(4) R 


parconséquent 
Fy(æ,y) - Fey) 
(5) Eye J=— “x (x —£}? +P, (£ —€).*) 


On appelle cette fonction (3) — fonction adjointe de deuxième espèce. 
On peut recevoir de la même manière les fonctions de deuxième espèce 


2 


d'ordre élevé avec un seul paramètre ©, qui deviènnent pour s=}, Y=Y, 


P 
infinies d'ordre plus élevé. En différentiant la fonction P:,(x, y; di b) k fois 


DFE, y) 
par rapport à ¢ et-en multipliant le résultat par PIR on aura une 


fonction, qui sera désignée ainsi: 


1) 


k ? 
OF(E,y:) À Pia b;) 
(6) E; E 


? 
Sama UE 7 až FU 


+) En regardant Fe comme le signe de la dérivée par rapport à y, nous écrirons 
les valeurs particulières pe æ et y à leurs place entre les paranthèses seulement, de 


DFE, vp) 
sorte qu’on aura toujours: F’ (E.y) = ——- 
y k de 
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Quelquefois l'opération de la différentiation Æ% fois de suite par rapport 
à t, suivie de la multiplication par Æ(6, y-), sera désigné par Dz, ainsi 
que les équations (3) et (6) prendront la forme: 


E;(x,y; a, b)= D;1 P; (£, v;a,b); (7) 


(k—1) 


E; Ga, )— D: P P;,(4, a, b)). (8) 


Toutes ces fonctions deviènnent nulles pour z—a,,y—b,. En différentiant 


k fois légalité (4) par rapport à £ et en multipliant le résultat par 
F(E) 


R ~, c’est-à-dire, en effectuant lopération D:, nous aurons au voi- 
(e 


sinage du point (£,7.): 
pE” p EnD FM Le æ,9) 
E (x, Via, b )=— HET Let +8,51). (9) 
La relation entre les fonctions ts de la deuxième espèce avec 
le même paramètre, mais qui différent entre elles par leurs zéros, sera 


reçue, si l’on effectue l'opération D: sur l'égalité (1) du $ précédent; nous 
aurons alors d’après = 


(k—1) p (k— (k— De p m—2 n—2 . 
E; (2,7% 8) EE (2 nas) + ŸE: (a; ba, B) 9C ZT ,Y ). (10) 


En transposant la somme à gauche et en échangeant entre eux les 


P P 
systèmes Ca, 89 et (a, 8), on aura la relation: 


(k—1) ? (k—1) p NET 
E; @ya,8)—E; @,7a,b)—2E; (a aP LUE SC x z Y $ (11) 
: j= 


m—2 n—2 


en désignant par ẹ (x,y )le système normal, dont les points fonda- 


mentaux sont (2,8 ). Pour k=1 nous aurons: 


p ? 
E; (2,4; a, 8)=E;(2,y;0pb)—È Ea, OES "Y. (12) 
J= 


62. Dans le cas, où le point (£,7.) se confond avec l’un des points 


fondamentaux, par exemple avec (a,, b,), les formules des $$ précédents 
deviènnent illusoires. En effet, on voit par la formule (7) $ 60 qu'on aura 


? 
alors Pa n2 Y; t, b)—c pour chaque valeur de x, car on a: 


Panlaban b res a, 50, 1%; P rss 4» b) =, 78 
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les valeurs de la variable et de paramètre étant égales, ou, à parler 
autrement, les points représentants la variable et le paramètre de la 
fonction de troisième espèce étant confondus. Dans ce cas M. M. Noether *) 
prend la fonction adjointe de troisième espèce: 


D À À 
(2) 1 aY; d,» b;, -s Apat k- NAE R ME FEN Je ds b,), 


où le point (a, b,) est un point différent de (a,, b,), choisi arbitrairement 

à la seule condition de n'être pas situé sur une même courbe 
m—2 n—2 

g(æx,y)=0 avec les autres zéros de la fonction, et à l’aide de l’opé- 

ration De en déduit les fonctions adjointes de la deuxième espèce avec 


le paramètre &,„ que nous désignerons ainsi: 
(3) E AA Y)=Da Pa n, y;,a.,0,, ACL di LE PET FOR AE .@,,b;); 
(4) EE (aY)= D, Pa ACE AAL EE M E A PR 


k+19 k+19 +° Ops b). 
Les formules (5) et (9) du § précédent sont applicables à ces fonctions, 
c'est-à-dire qu'aux environs des points (4, b,) elles seront développables 
en séries de la même forme, qu’on reçoit en y changeant £ en «,. — 
On peut nommer points fondamentaux secondaires les points: | 
(5) (a,,b,), (a,0,) . .. (a,b). 

63. Pour déduire de la même manière les fonctions adjointes de 
deuxième espèce dans le cas, où leur paramètre tombe en un point de 
ramification, situé dans le fini ou à linfini, on doit commencer par con- 
sidérer le cas, où le point-paramètre (f, Y) se trouve aux environs d’un 
tel point, mais n’y tombe pas encore: alors la formule (5) du $ 57 reste 
applicable. Supposons, que le point (£, Y) se trouve aux environs du point 
de ramification (x, 8) d'ordre p; alors on pourra poser [d’après (4) § 34]: 


(1) E—a-r#; 
comme la droite ax-by—-c—0 passe par ce point, on aura: 
C at” > a p. 
(2) PR AES EE pe TT 
en posant pour abréger: 
7 SEE. C 
(3) p—— Es. 


En portant ces valeurs dans la formule (5) $ 57, nous aurons: 


de to Fa -r (eft g tae) 
W er E E 2. rari 


*) Uber die algebraische Differentialausdrücke. 2-te Note. (Sitzungsberichte der 
physik.-medic. Societät zu Erlangen. 14. Jan. 1884.) M. Ermakoff construit autrement 
la fonction de deuxième espèce dans ce cas. 
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Pour calculer la valeur de cette fonction au point-paramètre, prenons 
d’abord sur la droite ax+by+c=0 un point très proche de lui, lequel, 
tombant aux environs du point (x, 8), pourra être représenté en vertu 
de (3) par 


pi he > | 
æ—c#t", s=- =ĵ- 4t"; | (5) 
en portant cela dans la formule Fe on aura: 
(edene teinte) 
o A Long -E ; F = , 3 
E SE aA qe 1,2. VAR Ce) 


* en ses facteurs. En approchant t de +, on 


après avoir décomposé é"—+ 
aura à la limite: 
m= n—1 n 
5 J 1 
(ae rt D 


ant pl ï 


mais on a 


d Patt, P-t ke i FVA E )—aF, (a+, p—ist)| ports 
donc, et en posant en vertu de la convention exprimée par (23) $ 57: 
C=b(a—n+7"), (8) 
on aura définitivement la valeur cherchée: 
n—1 
p (att, BE Abra", BA aF at, EE) (9) 
La fonction 


az+by+c=a(a+t")+by+e=at"+b (y—p) (10) 
[en vertu de la première des équations (5) et de (3)], le point analy- 
tique (a+¢”, y) étant celui de l’image algébrique définie par l'équation 
F(x, y)=0, deviendra nul pour é=7, la droite ax+by+c—0 passant par 
le point-paramètre; donc son rapport à €—7T prendra pour =t la 


0 A 2 x ` 
forme p> ON trouvera sa vraie valeur d’après la règle connue: 
p p dy | = 
E DINCD ah nl) pet (11) 
t—T [t=T f ; 
dy _ dy dæ __ dy _u-1 


PRET I a E a 


on aura sa valeur par 


> dy 
; quant à ee 


l'équation 
d 
F,(2,y)+ Fy(2,y) q =0, (12) 
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après y avoir posé æ—a+tl, y= B— g. En le portant en (11), on aura: 
t [ar ja+, e S P = ke. ak e get) fact —1 


Fatt, -gt 


at” -+by +e 
(13) ranei gs 
En divisant (9) par (13), on trouve: 


n—1 
m1, — @ u p 
o p. +GHA FT) Fett Bg) 
(14) lim ea A = Fr Re 
at b(y—E) dt=r pT 


donc on aura i 
m—i n—i dx 


; Perea iY dar 
(15) lim Le) £ À l =—], 
(axz+by+ e) F (x, y)lt=7 


æ et y ayant ici les valeurs (5). Il suit de là, qu'aux environs du point- 
paramètre très rapproché du point de ramification d’ordre y on aura 


(16) (s, AT ER 
———— > + —7T), 
(ax +by+c)F, (x, y) dis 
ou, en vertu de (5) $ 58: 
dæ 
» ri 
(17) Pi (e, y; sb) ee Tan — + BP), 


é et y, étant donnés ici par les formules (1) et (2) du $ présent. Pour 
t=0 équation (16) devient l'équation (29) § 57; donc la fonction avec 
le paramètre au point de ramification même est la limite de celle qui 
figure en (16) [ou (17)], pour t=0. Les coéfficients de cette dernière 
dépendent de la variable t; en diflérentiant l’équation (17) une fois, l fois 
par rapport à la variable t, on aura les formules: 


dæ 
ò PS À 1 
z We E EA SEAR TT N” 
(18) IELE r E CS) 
dæ 
àl l! 
QD. Para ler + PES 


(en posant 1.2.3.../—1!). Les limites des fonctions à gauche pour t=0 
définiront les fonctions de deuxième espèce avec le paramètre au 
_ point (af) de ramification d'ordre p. Pour ces dernières on aura donc: 
a 


(20) lim f3 [P,a CE = +8,06; 
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dx 


ml?[p dt ed 
lim lo [2 En, Y; apb) F(x, FU. = zh t PO. (21) 


Aux points de ramification la dérivée F, E, Y;) étant égale à zéro, 
l'opération D:, introduite d’ après M. Noether au $ 61, doit être remplacée 
par l'opération Le j 

Dans le cas, où le point-paramètre coïncide avec un point de 


ramification d'ordre w, situé à linfini, il faut commencer par poser 
! 


ER Hall à (22) 

PRG AN EAU m—1 n—1 
*) Dans la note marginale du $ 56 nous avons trouvé pour la fonction CT E. 

ax +-by +c 


dans le cas hyperelliptique l'expression donnée par la formule (x); . cherchons ce 

qu'elle devient lorsque le point (£5,7y-) tombe en point «(a;,0), a; étant une racine 
es z ; 

de R( æ ). En posant 5—a;+ 1°, Pexpression cité sera changé en celle-ci: 


F (o +V Rifa) + FC) + LS ie à 


LT Den is ré 
X a, T X N 


(a) 
en posant æ—a,+t?, on donnera au premier terme en paranthèses la forme: 

IV R'a) +r RaP +V R'a) +55 ra RCD +. 

Sie ECTS Bye i 


en multipliant (a) après cela par Pe on trouvera que pour ¿=rt le produit 


deviendra égal à VR'(a)+ 5 R'(a)T2+.. ; donc on aura aux environs du point 


a, +", ve=tV1 R (a) + EE 5 Ra, Je +.. . pour la fonction (a) un développement 
de la forme: 
VR(a)+ pa ED) + 


t—r 


-+ BG). (c) 
Si l’on pose maintenant en (a) et (c) T—0, on aura pour la fonction l'expression (b) 
de la note marginale du $ 57, et aux environs du point (a,;,0) le développement : 
VRE) VR(&+VR@) VAR) 
— ( - =—— +10, (a) 


æ— à; æ — h 


qu'il est aisé de vérifier directement. 
En différentiant par rapport à + l'expression (a) et puis posant t—0, on trouvera: 


"ARTE RCD ++ Ta 


æ—a,;— T? æ — h 


AT 


D 0 (e) 
VR) _ VR (a) 


AY A TE 2 
x — 4, t 


(car æ— a; = t?,) conformément à la formule (20) de ce $. 
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alors, en vertu de l’équation de la droite ax+by+c—0, on aura 


DUR artt e 
(23). E Se 


S 
et par suite d'après la formule (5) du § 57: 


n t 
aae- F Pw arte 
æ de bee NE nes 


À 


m—1 RATÉ F( 
oa) yz- / 
4 (x — —" )(æ — n) 
en posant æ—#", on lui donnera la forme: 
n n 
r(e nes, r( nes 
, b ETS CPE b 
C r) ! ! ‘ 
PME nf) 
SRE K- w: CT 
J Fe p 
cie r(t rA SeA +) Cure at +e) 
A le en rte. ee MOSS a, 


m—1 


n—1 À 
Fe SNS at t +) = 
2 b Es 


d’où il suivra ma tm: 
m—i n— 


COTÉES a nT Ee bP: -w e ER n, 


en posant C—b(: ”—n) conformément à (23) § 57. De la même manière 
comme plus haut on trouvera: 


ba toc RE ou dr MR ee SU Le Dn A SAT E 
t—T ET i ; ar He 
He) 
’ b 


En divisant (26) par (27), on aura: 


; ; Wæ, y) ) $ b 
(28) tim (A) = — a, 
d’où il suivra pour la fonction à gauche le développement : 
m—1 n—1 "f n — u! ar” +e 

29 AES Or dou t 
(29) A Sa A E y RE e Na À. PET 

j à E: plie i 
aux environs du point t=", pe Eee, et parsuite pour le 
produit de celle-ci par $ D KEZ y) cette autre: 

*) Le second facteur du dénominateur se réduisant à — p/+ 4" T1 comme . 

celui du numérateur: T. — pie N AT Ser e 
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m—i n—1 dg 
Y(xz,y) dt 
ne PUIS PTE 


ee. REE V (30) 


en entendant par æ et y leurs expressions en é, ou en vertu de (5) $ 58:: 


dx 
? a ; 
P, (2,9; Matk F „(2 A) LT) (31) 
En différentiant cette égalité une fois, } fois par rapport à +, on aura 
les deux suivantes: 


= 
ò 1 
ale, á a DE LE ei LACET), ce 
i + 
l! 
te Ra Vif € 
drl (re ,7;4 é D} E PAA F; (2, a) UT ), (33) 


qui définissent les fonctions adjointes de deuxième espèce, ayant son 
point-paramètre aux environs du point O' de la sphère de Riemann. 
En posant t=0 dans les formules (31) — (33), on aura les équations : 


da 
(z, AE y; “Obs un S =+ R6), (34) 


= 


ale, (x, y; a, b) | E + + P(t), (35) 
r=0 


F, Te y) 
i dx 
ò » dt í! : 
SNF A A kE an SERES 36 
a Ean b) y + F6, (86) 
qui définissent les fonctions de troisième et deuxième espèces avec 
le point-paramètre au point O' de la sphère de Riemann. *) 


*) Pour appliquer cette méthode au cas hyperelliptique posons dans la formule (w) 


de la note marginale du $ 56, q=t 7”; ayant égard à la formule (x) de la même 
note, nous aurons: 


2p 1 
KET TF V R@) adi RE) V RC) +2HV Re) 
e: 6e + š (a) 
+by+c a 1 1— grt 
où R(T) =P +D(Rr—?); mais on a; 
P2 
H artt.. Hatte a Siain (b) 
en portant cela en (a) et en posant 
p=1 
Ce )— Va? Vaatan af) a ), (o) 


www.rcin.org.pl 


124 Chapitre T. $ 64. 


64. Si l’on a une fonction 


f(x, y) 
(1) q(x) ” 


` 


[/(&, y) étant une fonction adjointe à l'équation fondamentale], qui 
devient” au point (t, y.)*), alors on peut toujours déterminer les 


constantes À,, a .. Á, et B de la sorte, que la fonction 


fe) y (1) np hm9) 
(2) 0) Saa (x, ab) BP; (2,9;0,,b)= ai 


où lon a'g, (x)= ¢ẹ(x):(x—t),ne deviendra plus infinie en ce point, et 
alors on aura: 


f (x,y) k—1) f(x,y) 
mo 34,8 Ga,b) BP ave b)+. 
Pour le démontrer, prenons la somme des résultats reçus, après avoir 
divisé cette égalité par F(x, y), en y remplaçant y par toutes ses valeurs 
Yis Yas-.-Y, répondants à la même valeur de z: nous aurons une fonction 
symmétrique de ces valeurs: 


nous aurons: 


26 1 
AGE CT TEE AVR a?r VRE? VRC). 
ax-+by+e Tia - 


en posant ici t=0, on aura la formule k de la note marginale du § 57. En diffé- 
rentiant cette formule (d) par rapport à t et puis posant t= 0, on trouvera pour la 
fonction adjointe de deuxième espèce l'expression: 


VEN in UE Ce 
si ; (5 Era pur es ES nn A: 


en désignant par À le coéfficient de la plus haute puissance de x dans le polynome 
dx 
20 1 
d 


+ 
R( æ }). On vérifie aisement que cette fonction après être multipliée par m +, où 
R(x) 


Pon a æ=t sera développable en série de la forme: 


(£) s +P), 


le signe du premier terme étant contraire à celui de la formule (20) du texte, car 
ici c’est le second point-paramètre qui s’est éloigné à Pinfini, et non le premier. 
C’est ce, qu'on trouverait aussi par la méthode de la note marginale du $ 57, car 


¢ — 
lim (=) = + RD b, et la seconde partie de l'équation (d) de la note 
E 2p+1 
citée deviendra PRCE) 
SeN 


*) Que nous supposons d’abord ordinaire. 
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DE DS En 
OX Fy(x,y, y;) F.  (&, Y). 
J= 


ya Pe, KT 1) y fi(æ,y;) 1 
+B Fy(x, Yj) i mm P(e) F Ey) 


qui s’exprimera E PERS par x. Multiplions cette égalité, dont les 
deux membres seront après cela des fonctions rationnelles de x seul, 
par (x — $) et différentions le résultat obtenu par rapport à æ v—#k—1 
fois de suite, après quoi y faisons s =Ẹ. Comme d’après (9) § 61 on a 
au voisinage de æ—6, Y=Y;: 


(4) 


(@—E Es (s, Yab) =F Ey. F'(æ, y) (æt) T4 


+R(x—E) (t), 


on voit aussitôt, qu'après avoir différentié yv—k—1 fois l’équation (4) 


et y posé ensuite z—#, on n’obtiendra un résultat différent de zéro que 
de celui des termes de la somme, pour lequel on a {/—%, notamment 
celui-ci: 


(5) 


aA ge S a y T, Y 4 : bi) | ! 
Re (ru RO TU te =—kt(v—k—1)! F 6y) *); (6) 
dx F,(x,y) LE Y Ye ; S 

Iy £ 


il est aisé de voir, que les deux derniers termes en (4) disparaissent aussi 
après les opérations mentionnées, de sorte que nous aurons légalité: 


ares * 1(x,y;) 1 ) 
ar E — =A kE E y.) A, (1 
Her aren (x) File, y;) z= E ( )! Es Ye 5) Y—k3 ( ) 


d’où l’on aura: 


Aye PR FRET. i 3 t— ; O 
NESA k!(v{—k—1)! F,,6; Yz) ap: i ( ; j=1 © °F (x, Yj) E= 


Le coéfficient B, d’après la formule (27) § 57, sera trouvé après v—1 
différentiations, et l’on aura: 


5 Fe f(æ,y;) ; 
B=— n Ta le £) Ju pt) TS Yj) Re 9 


*) En supposont que c'est Yn qui devient ==; les auÿges valeurs de y en seront 


différentes, (£, VA) étant un point ordinaire. 
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Dans le cas, où (£, Y) coïncide avec l’un des points de ramification, 


on doit poser æ—£—t{", p étant le nombre des valeurs de y qui se 
permutent circulairement autour du point (¢, Y), et Be la valeur de x, 


tirée de cette équation, dans l'égalité (4), multipliée par Ep 1. puis 


la multiplier par € et ensuite continuer de la même manière, comme 
précédement. Si l’on a =œ et ce point est de ramification d'ordre p', il 


faut poser #7", multiplier l'égalité (4) par ATE et puis 
encore par #’, et ensuite continuer de la manière précédente. On aura 


ainsi dans ce dernier cas, en accentuant tous ce qui se rapporte à lui, 
la formule suivante pour le coéflicient A, ,.: 


: p' d` y! —k'—1 o KE z“ P, yew) gp'—1 
E E LA TPES ee Pr en Le 
k'!({!—k'—1)! dt Ht 7) F(t sY p r) J t=0 
J= 
‘les fonctions de la deuxième espèce étant définies dans ce cas par les 
formules (35) et (36) du § 63. On trouvera de la même manière, que 


DES dog ; À eT, P alt 
(11) PES ai PE AE 0 CO) 1 
an a ia E A ET 
Cette règle suit immédiatement des conditions HAE Ai les 
8$ 44 et 46.) 

65. On peut réunir en un seul, suivant Abel, tous les termes du 
développement (3) du $ précédent, se rapportant à un même infini de la 
fonction donnée, que nous avons trouvé là. Il suffit de montrer, comment 
peut on le faire pour le premier des cas, que nous y avons considéré, 
celui, où (£, VA) est un point ordinaire à distance finie de l’origine. Après 
avoir changé dans les formules (8) et (9) du $ précédent x en z, portons 
les expressions que nous avons trouvé là pour les coéfficients, et aussi 


aulieu des fonctions ue (x, y; au D) leurs expressions tirées de (3) et (6) 


$ 61, dans les termes mentionnées de l'égalité (3) du 5 précédent; nous 
aurons pour ces termes: - 


v—1 
à (—1) EC p ži 
D Ay E; (2,9; a,b) + BFen(, Yia,» b)— ) 
k—1 
v—1 k p 
1 d'—k-1 SE) 1 d P; (9; ui b) 
ATRN hi Ah 5 = 
a B—k 1)! qe Ka e) F(a), gk 
k=0 j=1 UE De ds 


9 
*) Le dernier terme pouvant être réuni à la somme en posant k= 0, la dérivée 
d'ordre 0O étant la fonction elle même. 
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n ; p 
1 dï—1 fey 7R (£,Y; Qis b;) 
Ta E a, (2—E)" sA DO - - (1) 
(—1)! dev Gam] (°) LATE Pit 
= £ s 


— d’après la formule de Leibnitz. [On comprend sans doute, qu’on a ici: 


F(2,y9)=0]. De la même manière, dans le cas, où (C, Y:) tombe dans 


un des points hélicoïdaux à linfini, les termes correspondants du déve- 
loppement (3) se réunissent en un seul suivant: 


BE ar | res Ea) Per DT | (2) 
ass o Dee) OP 5 DR AS EE er CS ARR 
j=1 T 
en indiquant par la notation y), qu’on doit remplacer x par +”, après 
avoir calculé la fonction symmétrique des valeurs de y, que présente 


cette somme. 
66. Soient maintenant 


Eir Yg» Eas Yg» TEPE: Eps Ye (1) 

n—1 
les infinis de la fonction adjointe f ors , Situés dans le fini, c’est-à-dire 
pour lesquels £ a une valeur finie, ďordres v,, v,,... Y, respectivement, et 
Ep Yg Eas Yen L UE) Een Ye» (2) 


ceux, qui sont à linfini, c’est-à-dire pour lesquels £ a une valeur infinie, 
d'ordres yi, %,... Yp respectivement, quelquesuns des points (1) et (2) pouvant 
tomber dans les points de ramification. Après avoir formée la fonction 


p? 
Ft. "EA Y;a, b;) on peut, d’après § 64, séparer de la fonction donnée une 
: 1 


partie telle, que la fonction restante en ne deviendra plus infinie au 
1 
? 
point Ci ARE après avoir ensuite formée la fonction Pen (2,4; a b) on 
k à : fila, y) : fa, y) 
peut séparer de la fonction pla Une partie telle, que le reste EE 
ne deviendra plus infini au point (£,, Y; ); et ainsi de suite; enfin on 
2 
keii y) 


arrivera à la fonction ————, 
?,_1(7) 
des points (1). En traitant de la même manière cette dernière, on 


qui ne deviendra plus infinie en aucun 


p 
construira la fonction Py (2, Y; &;,b;), à l’aide de laquelle, d’après le $ 64, 
1 


f,(&, y) 
p,(x) 


on pourra séparer d'elle une telle partie, que la fonction restante 


WwWw.rcin.org.pl 


128 . Chapitre Il. § 66. 


ne deviendra plus infinie au point (£,7-); en continuant, on arrivera 
51 


` ' . fr+ r—1(@ Y) . . . . 
enfin à la fonction EE qui ne deviendra plus infinie en aucun 
des points (1) et (2), mais qui peut être en un seul point (n, Yn) pourrait 
devenir — œ!. Cette fonction devant rester finie pour les points à linfini, 
son degré par rapport à y doit être égal à # — 2, d’après § 44, et le 
degré de la fonction f r+r 1%: Y) par rapport à x doit surpasser de m—2 
le degré de #,,,,_,(x). Le degré de f, trali y) par rapport à y étant 


égal à n—2, et cette fonction devant s’annuler pour * valeurs de y, qui 


correspondent en vertu de l'équation F(x, y)=0 à chaque racine de 


5 r+r'— (£) ` ` 
l'équation PT = 0, et à #—1 des valeurs de y correspondants à la 
racine n de l'équation &,,,,_,(x)—0, tous les coéfficients de chaque puissance 


n—2 
de y dans le polynome /;41,-1(7, y) doivent étre divisibles par le 
fr y — 103 Y) 
Pybr—1(T) 
une fonction entière de x et y des degrés m—?2 et n—2 respectivement, 
qui ne deviendra pas parconséquent infinie au point (n,7,). Etant 
d’ailleurs adjointe, elle ne sera pas autre chose qu’une Rebon adjointe 
m—2 n—2 

de première espèce &( x , y ). Les constantes C,, qui entrent dans son 
expression [(13) $ 58], se déterminent à l'instant: on n’a que de poser 
=ü, Y=b, après avoir écrit toute la décomposition en éléments simples 
avec des coéfficients indéterminés; alors à droite il ne restera que C,, 
et l’on aura: 


polynome #,,,_,(x) de sorte, que la fonction se reduira à 


. fd) 
h A= 
Ainsi on aura définitivement pour notre fonction la décomposition suivante 
en éléments itaya 


en -55 > ru Ee (a, Y; ab) +B, Py C2 yab) + 
r yi 
W LS 24,8 (Eya b) tB, Pete abd] + 
+ sen, y EuR s 
Aux environs du point (n,7,) toutes les fonctions Pyn deviènnent 
=œ! comme - ni pour æ—"n [car (n,7,) est un point ordinaire |; 
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mais notre fonction restant finie en ce point, comme il est démontré 
tout à l’heure, on doit avoir: | 


DE: B- 0, (5) 
E= h=—1 
ou, en portant aulieu de B°, et B, leurs valeurs, tirées de (11) et (9) § 64: 


! Lit (j) 
=. ' dlan d E Peg ET T, ) seg 
s E h! , | =p’, -P; = 
v, ee” h! —p! "w (j) i 
amm (>, 1) dr”) 9 E Fi; Pw, Ver Ph) 
è 


j=1 G Cs 0 


D: E ne PRETEN Ven Yo) 1 re 
Vi — Aa AE RO - AA RE ve 
(y SFr 1)! dEYn i _ | g(2) EG , y) CA Ea 


J= 


(6) 


En portant aulieu des À et B leurs valeurs tirées des formules 
(8)— (11) § 64, on donnera, d’après les formules (1) et (2) § 65, à la 
décomposition en éléments simples de la fonction considérée la forme 
suivante: 


# 


a > t nes —p!, (5) NT vu … P 
f (x, y) Pi à” p Vyr AU hs" a) Tw | Pr, y (x, y; n b) 
EN z di 4 es 
æ =) pere i de | w | à 2e 
ká ) o 1)! i j=1 9 (Th Pr) FT à, Ve i Ey: 
w” 
V,—1 Allen ai 4 P: AS VA a bi) 
d A k aN A.E 7 
E E e A, 
an de” B 9 h 
Fi J— hR >h 


f( bjs ;) m—2 n—2 
DRE (x, ). 
S] 


J= 


La première somme a droite représente le résidu intégrale de la 
fonction de (z, y.): 


fley) Pann a, b) 


i 8 
TONES a 


par rapport à ses infinis, se trouvant aux points O' de la surface de 

Riemann, tandis que chaque terme de la seconde somme est le résidu 

par rapport à linfini, situé au point (£,, y.) de la même surface, respecti- 
Eh 

vement. Abel désignait la première somme par la lettre IT, placée devant 

l'expression (8), (car d’après l’autre définition de résidu c’est le coéfficient 


de #* dans le développement de la fonction considérée suivant. les 
puissances de la variable £). 


M. TIKHOMANDRITZKY. 9 
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67. On a vu au $ 51, qu’il est toujours possible de former une 


fonction adjointe, uniforme sur la surface de Riemann pour F(x, y)—0, 
qui devient —' en m’ points, si l’on a » >p. Supposons qu’on a 
m' =y —1+p, y étant ©]; alors la condition »m ©>p est remplie. Suppo- 
sons que les v—1 points, où la fonction cherchée devient =œ, se con- 


P 
fondent avec le point (£,y.), et les autres avec les points (a,, b,) de la 
k 1 z 


sorte, que. la fonction aura un infini ordre y—1 au point (ë, y.), et un 
P? 

infini simple à chacun des points (a,b). Soit f(x,y) cette fonction; 
1 


en la différentiant et multipliant après par F,(x,y), on aura la fonction 
D,f (x,y) qui aux mêmes points deviendra respectivement égale à ©” et 
à œ?; parconséquent, en lui appliquant ce qu’on a démontré au § pré- 
cédent, on aura (suivant M. Noether, I. c.): 


v—1 


(h—1) p 
D fi, SA E; eya b)+ 


p 
(1) FZB,E;(e Y; dys bis -0p 5,0, 50 ds anis d kis b,)+ 
m—2 n—2 
+ x, y), 
les fonctions Pep, Pap 
éléments simples, car alors les développements en series suivant les 
puissances de (x— +) ou (x—a,) contiendraient les termes en (x — £), ou 
(x—a,)', que ne peut pas contenir le développement de la derivée d’une 
fonction algébrique, uniforme sur la surface de Riemann, la différentiation 


ne pouvant pas entrer dans ce décomposition en 


abaissant les degrés d’une ue À l’aide de cette formule on pe ex- 
primer la fonction it (x, via, b,) par celles des E” (x, Y; ab) où 
k<<v—2 et par les E, (x, y; a, E où k= 1,2,3...p. De la même 
manière on peut exprimer E; e, Y; a, b) par des pareilles fonctions 


d'ordre moindre au point (6, y.) et ainsi de suite. De cette manière, en 


portant chaque pareille expression dans les précédentes, on arrive au ré- 
sultat suivant: 


m—2 n—2 


(2) EP (a! OL b) =D Œ(x, D +ÈBE,e AE AN +60 a 


En portant ces expressions dans légalité (4) du § précédent, nous 
f (æ, y) ; 
q(x) 
des termes, dont le premier sera la dérivée D, d’une fonction algébrique 


aurons une formule de réduction de la fonction donnée à la somme 
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rationnelle de x et de y, les autres —les fonctions E, et P; multipliées 


y’ 
g m—2 n—2 
par des constantes, enfin le dernier la fonction de première espèce ọ( æ , y ). 


— On peut faire cette réduction aussi d’un coup. En effet, d’après le $ 51 
on peut toujours former une fonction ®(x, y), qui deviendra aux points: 


CRAN US Ea) (3) 
infinie d'ordres respectivement égaux à 


Ent A med LU Res à (4) 


et aux points (a, b) égale à œ, le nombre des points étant plus grand 


#7 6 


que p; la dérivée D. de cette fonction deviendra aux mêmes points infinie 
d'ordre Yi, v,, ...v, et 2 respectivement. Cette fonction, (et parconséquent 
aussi sa dérivée), contiendra d’après (9) $ 51 linéairement un nombre égal à 


2G-D+p-r+1=È6-0+1 (5) 

ns 5 

des coéfficients indéterminés, qui pourront être déterminés de manière 
que la fonction ; 


f(£,y) 
oa Pa P(E, y) (6) 


ne devienne infinie aux points (3) que du premier ordre; alors elle 


pourra être pat seulement suivant les fonctions E,(x,y;...a,,b,,...), 
m—2 n—2 


Ei 16 Y;a, b) et ọ,( æ , y ). Après avoir déterminé les coéfficients de ces 


fonctions comme celà était montré au $ 64, et la constante restante par la 
condition, que la fonction ne devienne pas infinie au point (n, Yn) on aura: 


f(x, ? 
= D =? (x, y) +ÈAE ká . a Des. AE 


+59,P, mar b)+ ÈC lT y) 
k=1 K 1 k=1 - 


Après avoir formé la fonction P(x,y), on tirera d'ici aisement —- 
pour A, en vertu de (5) $ 61, et pour 8, en vertu de (27) $ 57 — 
les formules suivantes pour les coéfficients A, B, et &,: 


(7) 


D a; ! 
l Ée P D d(x, y)] sr Fes tL) 
s=] 


F œ y) L'e(x) 
y=b 
A f(æ, y) Pori ar 

B,—— a T © TORD ai E E, (8) 

PNTE 
{ 1 
e= fER-— D.e, 9) UEa, 0,0, my han 
y= 


9* 
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De ces coéfficients les B, sont liés entre eux par la relation (5) du 
fx, y) 
g(x) 
68. Revenons de nouveau à la fonction 


§ précédent, la fonction étant finie au point (n, Yy). 


p 
a) P, (2, v;a) 
n 10 


pour y considérer cette fois (£, y.) comme des variables, liées entre elles 


par l'équation fondamentale, et (A, Yn) et (x, y) comme des constantes. 
Ce sera une fonction algébrique de £, [car P. (2,930, b) a été reçue à 
l’aide des opérations rationnelles sur les quantités qui y entrent,] uniforme 
sur la surface de Riemann pour F $, y) = 0. Elle devient =œ aux 
points (&,y) et (ab) de cette surface: par rapport au premier celà 
suit de ce, que pour £—#x, Y =Y, le paramètre et largument étant 


égaux entre eux, elle devient égale à ©! par sa définition même, donnée 
au § 57; quant aux derniers celà suit de légalité (7) § 60, où le premier 
facteur du second membre devient égal à œ! pour Ẹ= 4a, y. =b, tandis 


que le second reste fini et différent de zéro, car il ne dépend pas 
de £. — La fonction 


s 
3e OP, (æ,v:a,,0)+ C 


zi 
représentera une fonction la plus générale, uniforme suf la surface 
de Riemann pour }(Ë,y.)—0, qui devient égal à œo! aux p +1 points 
de cette surface, savoir: ’ 


v 
(3) (x, y), (ae b). 
Si nous posons maintenant : 
m p $ 
@) BE, n atà CrP En: Je, za, b) ) 
= “h 1 


e. 
nous aurons une fonction de (4, y,.), uniforme sur la surface de Riemann 


m n 


pour Æ(£,y.)—0, laquelle d’après ce que nous avons dit tout à- l’heure 


deviendra égale à œ! aux points: 


*) M. Noether. 2. Note (Erlangen), $ 8, la première formule. Une formule plus 
générale (pour les cas des infinis ©") on trouve à la page 3-me de sa 4-me note. 1886. 
Nous nous contentrons à considérer ici le cas de —1. 
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m’ 


ré 3 fe 2 5 
( mY) ( ) 
— notamment, d'après (4) § 61, au point É, Y. ) comme 
i `k 
FE, Yz ) 
YNRIVE, 
CE © 
kETA 


pour é=, — et, en général, encore aux points fondamentaux, car 
d’après (7) $ 60 on a: 


m—2 n—2 
Pa) EP. (a bia b nyaba 2yh (D 

par suite au point A b,) comme 

ee ; s m’ aY n—2 

ae a a a DAR, (8) 
pour £—a,. Mais si l’on détermine les constantes C, de manière qu'on ait: 

1 
m' m—2 n—2 
DO, Eny) 0 (E=1,2,...p) (9) 


alors la fonction ®(é, Y-), définie par l'équation (4) restera finie aux points 
fondamentaux, et ne deviendra infinie ov! qu'aux m points (5), comme 
la fonction (5) $ 51. 

Si tous les p équations (9) seront indépendantes l’une de l’autre, 
alors le nombre des constantes arbitraires dans la fonction (4) sera égale à 


be où ne e (10) 


mais si q équations entre les équations (9), pas plus, sont les consé- 
quences des autres, alors le nombre des constantes arbitraires en (4) s’éle- 
vera jusqu'à 

= m+1i—p+4. (11) 
En effet, supposons pour fixer les idées, que ce soient les p—q premières 
des équations (9), qui sont indépendantes; alors les déterminants d’ordre 
p—q, formés des éleménts de la matrice: 

1 h m' 


1 || 
m—2 n—2 


FA A ) 


j 


(12) 


D— qi! 


ne seront pas tous nuls, tandis que ceux d'ordre p—q+1, formées des 
éléments de la matrice, qu’on recoit de celle-ci, en lui ajoutant une 
p— q +1-ième ligne des éléments: 


m—2 n—2 


poses EnV; ) (h= 1;...m') (13) 
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tous seront nuls; parconséquent on pourra toujours trouver telles p — q 


l 
constantes a”, aÿ,... a p qu'on ait 


m—2 n—2 


(14) POZI i DT Pp—a+i En» Y; )=0 


pour les valeurs de h, répondantes à l’un des déterminants d’ordre p— q 
de la matrice (12), lequel est différent de zéro. Mais alors la même 
équation (14) aura Es aussi pour toutes les autres valeurs de h; car 
en remplaçant les a } par leurs valeurs tirées des équations (14) dans la 
fonction 


m—2 n—2 m—2 n—-2 m—2 n—2 


(15) Ta RE” $ y )= Dee ji E Ve) — Po + E, Y) 


on aura pour le résultat le quotient des deux déterminants: au numé- 
rateur celui de l’ordre p —q + 1, qui sera = 0 pour £—£,, Y=Y. , et au 
=h 
dénominateur celui du système des équations (14), qui est différent de 
zéro. On laura pour toutes les valeurs de l de 1 à q. Toutes ces fonctions: 
m—2 n—2 m—2 n—2 


(16) PE, %)G=12...p—e et Pp opl Eo Y) U—1,2,...0) 


seront d’ailleurs linéairement indépendantes entres elles: en effet si l’on 
avait 


m—2 n 


7). P "WHR FI E, Y.)=0, 


en posant ici Ẹ=Ẹ, Y=Y; on aurait pour toutes les m’ valeurs de h, 
h 
en vertu de ce qui vient d’être démontré, les relations: 
m—2 n 
(18) 7 Sir Ve = 0; 


donc les p—q premières équations ne sauraient être indépendantes entre 


Pg 
elles, comme on l’a supposé. Ainsi Ẹ,— 0. Alors l'équation (17) se réduirait 
1 


en vertu de (15) à celle-ci: 


m—2 n—2 


(19) DÉS RCE £ a ) De ul 5, Y:)—0; 


mais une telle relation n'existe pas entre les fonctions adjointes de 


4 
première espèce fondamentales. Donc aussi $—0. Les fonctions (15) étant 
1 


ainsi indépendantes de même entres elles, on pourra remplacera les g 
dernières des es (9) par celles-ci: 
"A n—2 


(20) So À EE Sn > :%e )}—0; 
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lesquelles se réduisent en vertu de (14) à des identités. Donc après ce 
changement il ne restera des équations (9) que les p—-q premières. 
Par suite dans l’expressions (4) on aura m'+1—p+q coéfficients indéter- 
minés. C. q. f. d. 

Donc, „Sil existe q fonctions adjointes de première espèce, linéaire- 
ment indépendantes, lesquelles s'annulent en tous les points (5), alors la 
fonction algébrique la plus générale, qui devient infinie œo en ces points, 
contiendra d’une façon linéaire et homogène en tout m—p+q+1 
constantes arbitraires“. . 

C’est-là le célèbre théorème de Riemann-Roch (Riemann-Roch’sche 
Satz), dont nous avons fait mention au § 51*). 

69. La dérivée de cette fonction par rapport à ¢, multipliée par MCVAF 
deviendra en vertu de (3) et (5) $ 61 au point (x,y) égale à ©? comme 

F (2, y) FE, Ve) | 
GE a) 


p 
pour =s, yYy.=y; aux points (a,,b,) par la même formule, en vertu 
i 1 
de (7) § 60 elle deviendra égale à œ? comme 


F, (ap, b,) . FE, Y) m—2 n—2 
(E—a,) Pal z,y) (2) 


pour £—a,, y.—b,. 
De la symmétrie de la formule (1) par rapport à (x, y) et (6, y.) on 
conclut, que la fonction de (x, y) 


? 
D,P nÉ, Y a, b)—D;Pi (2,9; ap b) (3) 
€ ti S sf 1 t 


restera finie au point #—#, Y=Y;, et seulement aux points v=a, y—b, 
deviendra égale à œ? comme son premier terme, car le second s’annule 
en ces points. Quant au point (M, Yn) les deux termes n’en dépendent 
que formellement, comme on l’a vu au § 61 [(2)]. 

Par cette raison, en considérant dans la formule (3) x comme 


variable indépendante, on peut décomposer cette fonction suivant les 
m—2 n—2 


E tat = 1, 2: 0766 9,077 9)" dont alle sera 


pp. 546—549. Aussi Forsyth. Theory of functions of a complexe variable. Cambridge, 
1893. § 240. pp. 457—462. Des autres demonstrations on trouvera dans l’article des 
Mrs. Brill et Noether: „Über algebraische Funktionen und ihre Anwendung in der 
Geometrie“. Math. Annal. Bd. VII. S. 269—310, et dans le livre des Mrs. Hensel et 
Landsberg, cité au Préface. 

*) En vertu de la formule (4) du § 64, où l’on doit poser B, =0, les fonctions 
de troisième espèce ne pouvant pas y entrer maintenant par la même raison qu’au $ 
précédent, vu la formule (2). 
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une fonction linéaire avec les coéfficients, qui dépendront de ($, y.). On 
aura ainsi 


DPn, Yy ond À EE —D; Piy (a, Y; t ie 
(4) 
D FA J.)E,(«, Yj- a, bé AAA p(&, APE me ee 5, 


Comme la transposition de (x, y) avec (t, y.) à gauche de cette égalité 
n’en fait que changer le signe, de la sorte qu’aussi par rapport à (t, y.), 


fa 


si l’on regarde £ comme la variable indépendante, la fonction à gauche 
possède les mêmes propriétés, on en conclut que les fonctions y, (£, Y: ) et 


D (E, VA) deviènnent aussi =œ? aux points (a,,b,) et parconséquent sont 
décomposable de la même manière, ainsi qu’on aura: 


—2 n—-2 

(5) nen =A, EE, y.;...a,b BITT TE E ; Y; ) 
r Fe ; m—2 n—2 

(6) (UAT (A Y:) = Ife E6 Y; eela b, <...) + DA T Y, ) 


En portant ces développements dans légalité (4), nous aurons: 
Pants ab) — D; P; (x, 78,0) = 


P 


p m—2 n—2 
i a ON Yii Ay bie) Ayo E CA EG. Jai by RYP 


k=l j 
DO 


ONICTARCURSEN TION) ES v): 


Cette expression doit changer son signe par la transposition de (x, y) 
avec (t, y.); on doit donc avoir: 


(8) AAR EE a, 
et 
(9) hiy =a Hy 


pour toutes les valeurs de k# et j de 1 à p. Si Pon multiplie maintenant 
l'égalité (4) par (x—a,) et si l’on y pose ensuite æ—a,, y—b,, alors 
d’après (2) [après y avoir changé (E, y.) en (x, y) et vice versa] on aura 


à gauche 
m—2 n—2 


(10) F(ab) Fia, y) 8 €; y) *) 


*) le second terme à gauche s'annulant pour £= a; Y= b,. 
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et à droite d’après (5) § 61 (pour £--a,) appliquée à la fonction 
DUR CA PP PL EUR à 


(a, b,) ° Fr, y) Xi, VAE (11) 
donc il doit être: 
m—2 n-2 
LE, Y) = — Gi E , Y); (12) 
parconséquent d’après (5) et (9) on aura: : 
À, —0; hy =0 kik A= t; | (13) 
et ensuite d’après (9): | 
= Ày = 0; Bug (14) 


En portant ces valeurs dans légalité (7) nous aurons: 


P 
D. PAE; Ye: t; b)—D;P:,(x,7; a, b)— 


m—2 n—2 
AL CE, Band SA (15) 
m—2 n—2 
HEG yya ps HD mec £ h y.) Jet æ O, 
ou 
D,P,(6 Y, a b) — D; P; (z, ya, qe 
=$ hr, CT, y VEGE CUS ET ENT e ER (16) 
RN = m—2 n—2 rA n—2 
+ Seya zy) EY) 
Mais comme on a p =— Hp et parconséquent p,,——4u,,—0, on peut 


présenter la double somme de cette manière: 


VEN 2 m—2 n—2 m—2 n—2 m—2 n— | 
Sam nte, DCE nalt mer.) (7 
en portant cette expression dans légalité (16) et en posant 
de: Kei 
TIU g Pix — a (18) 
+— ainsi qu’on aura 
Cy T Cg (19) 


où €,, pourra être différent de zéro, (car pour j=k les deux termes en 
accolades dans (17) se détruisent), nous aurons: 
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P P 
AC Ye; La b,)—D.P,.,(x, Y; ayr b.) = 


m—2 n—2 


(20) =ÿ|, Cr, EE... dpb JEŽ CE 0) 


m—2 n—2 m—2 n—2 J} 


— o ( £ „Y )(E Nr ie +Š, LA v > Y )) 


En posant pour abréger: 


m—2 n—2 


(21) E, (2, y)=E (x, y... a, by )+Èce pL ,9 ), 
on pourra écrire ainsi éme précédente : 


D, PE Yp t, .b)—D,P, LOUE d= 
(22) p m—2 n—2 m—2 n—2 _ | 
=D a 2, y EE Y) aC 9) E (9) 


C’est là cette identité remarquable, d'où se développe chez Weierstrass 
toute la théorie des intégrales abéliennes. Chez Abel lui-même on trouve 
une identité semblable dans le mémoire: ,Petite contribution à la théorie 
de quelques fonctions transcendantes“ $ 2*), mais déduite pour d’autres 
transcendantes; pour les intégrales abéliennes cette identité a été trouvée 
pour la première fois par Weierstrass et communiquée pour le cas 
hyperelliptique dans le „Program“ de Braunsberg, 1849, pour le cas 
général dans ses leçons sur cette théorie à l’Université de Berlin; plus tard 
cette identité a été retrouvée indépendamment de lui par M. Noether **). 
Nous avons suivi M. Noether dans l'exposition de ce sujet ***). 

70. La fonction Æ,(x, y), définie par l'équation (21) du $ précédent, 
est une fonction adjointe de la deuxième espèce, qui devient égale à œv? 
au point (4,,0,), mais qui a des valeurs arbitraires aux autres points 
fondamentaux grâce aux constantes arbitraires c,,, qui entrent dans le 
second terme en (21); les points fondamentaux, n'étant pas caracté- 
ristiques pour cette fonction, sont omis dans sa notation. — Si l’on 
transporte dans légalité (22) les termes, précédés du signe (—), dans 
l’autre membre, elle prendra la forme: 


*) V-me mémoire de la nouvelle édition de.ses oeuvres. T. I. 
**) Ueber die algebraische Differentialausdrücke. 3. Note. Sitzungsberichte der 
physikalisch-medizinischen Societät zu Erlangen. Sitzung v. 14. Januar 1884. 

#k*) Pour le cas des intégrales hyperelliptiques nous l’avons déduit dans notre 
ouvrage sur l'inversion de ces intégrales d’une manière élémentaire. M. Béliankine 
l’a fait de nouveau d’une manière très simple dans sa note: ,Démonstration de l’iden- 
tité de Weierstrass dans la théorie des intégrales hyperelliptiques“, Annales de 
l'Université de Kieff, 1900; aussi dans le Bulletin de la Société physico-mathématique 
` de Kazan. 2, IX no 2. 1899. 
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D,P,1(8,9,5 a; 25) + Del ë, Y E (æ, = 
| (1) 
P d m—2n—2 _ 
=D, P, Ga. b)+ De x, y )E G y). 
En posant: 
—2 n—2 
H(z, y |£, y,)=D, P, (2, V: ap t+ Sie" s, y )E&, y)  () 
on pourra écrire légalité (1) plus brièvement ainsi: 
HE, y. |£, y)= H(z, y |E, y.) (3) 
La fonction, définie par l’équation (2) est une fonction adjointe de la 
deuxième espèce, qui devient égale à œ? au point (6, y. :) et qui prend 
au point (a, b,) la valeur E (6 Y;) tout à fait arbitraire, comme il a été 
expliqué tout à l’heure; les points fondamentaux n'étant pas caractéristi- 
? 
ques pour la fonction ÆH(x, y |t, y.), on a omis les constantes (a,, b,) dans 
re 1 


sa notation; le point (£,y) est le paramètre de cette fonction“). L'égalité (3) 
exprime une propriété caractéristique de la fonction de ne pas changer 
en valeur par l'échange du paramètre (6, VA) avec l’argument (x, y). On 
appelle normale cette fonction de deuxième espèce. En faisant coïncider 
le paramètre (Ẹ, Y:) avec le point (a,, ,), la seconde partie de l'équation (2) 
prendra la forme indéterminée -—-, dont la vraie valeur se trouve 
par l'équation (1) égale à E (x,y); ainsi on aura: 


H(z, y | y by) = Ez, y), (4) 


c'est-à-dire, que la fonction fandamentale généralisée de seconde espèce 
E (x, y) west qu'un cas particulier de la fonction normale H(x, y 6, y.), 
celui — où le paramètre GPA coïncide avec le point fondamental (a,, by). 


En vertu de (4) on pourra écrire l’équation (2) de cette manière: 
FA p Pp m—2 n—2 - 
H(e,y |t, y) = D, P, (1 a,b) +28 £, y )HE, y| apb) (5) 


Quoique les quantités (4,0) entrent dans cette expression de la 


fonction adjointe normale de deuxième espèce, elle n’en dépend pourtant 
que formellement. Pour le montrer, dc dans l’équation a) § 60 


w3 W eiirus désigne de cette manière le quotient du seċond membre Fiata 
tion (2) par F; 2% 9). Notre H(x,y |€, y.) est la même que H,(2) de Mr. M. Noether 


2. Note (Erlangen) § 6; aussi: Math, Ann. Bd. 37, p. 448. 
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l’un par l’autre les deux systèmes des points fondamentaux (a, b,) et 


(en 8); nous aurons: 

r P A p —9 n—2 

6) P (8y agb) = Gus) D Pol hiap de(s, 1 12,8). 
par l'opération D: on en tire: 


m—2 pe 


(7) DP. ere, b)=D,P,, (a, nah) Šp, (fa bE, BAN 


Après le même échangement des di fondamentaux on aura par la 
m—2 n—2 


formule (13) $ 53 pour la fonction #,( æ , y ) cette expression: 


m—2 n—2 A m—2 n—2 m—2 n—2 
(8) PT, Y )=, Pal A : » B, PEREA (G, Da 
J= 
En portant ces expressions des deux fonctions dans Péquation (5), nous 
en aurons: 
Le p [A 
H(z, Y [$ Y) =D; P; (x, y; ee B) di 
(9) i 


m—2 n— m—2 n — 


De x jey ; 28) DP, (a, B; db) He g : B, ` HG 5 Y | Aa sol; 


mais aih en paranthèses {} n’étant d’après (5) Atie chose que 
Hes pik; Y), qui est égal en vertu de (3) à H(Ẹ, VAL B), cette expression 
de la fonction normale de seconde espèce ET aussitôt la forme: 


(10) H(z, y |, y) =D, P, (03 TORNIT £Y; sa, PHG yla, B,). 


qui ne diffère de celle, donnée par l'équation (5), que par les points 
fondamentaux. Donc, ces points pouvant être remplacés par tous autres, 
la fonction H(z, y |£, y.) n’en dépend pas effectivement. C. q. f. d. 


La possibilité démontrée de remplacer Saya les équations (2) et (3) 
les points fondamentaux CA b) par d’autres CA 5), permet de conclure, 


que la propriété ARTS de la fonction DR) de deuxième espèce, 
exprimée par l'équation (3), appartiendra aussi aux fonctions fondamen- 
tales généralisées de deuxième espèce vu l'équation (4). 

71. La fonction de la variable (2, 1) 


(1) E ay 0) 


construite à la manière de celle de % variable (£,7.), donnée par la 
formule (1) du § 68, jouera un grand rôle dans notre théorie; c’est 
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pourquoi nous allons la considérer ici de plus près. Elle a p+1 infinis œv! 
aux points: 


p ; 
(y) (pY) (2) 
et p+1 zéros Ot aux points 
p 
(5,92); (a: Ya); sna) 


nous allons considérer ce qu’elle devient dans les deux cas particuliers 
p 

suivants: 1) lorsque lun des points ( t, 19), par nee (2,2 Jp) viendra 

à coïncider avec le point (£, y. ); 2) ne les points 0) viènnent sur 


m—2 n—2 


une courbe adjointe de première espèce: ẹ( x, y )—0. Pour rendre 
cette étude plus facile nous donnerons une autre expression de la même 
fonction (1). A cet effet, pour plus de clarté, nous allons modifier un 
peu pour le moment la notation adoptée par nous dans les §§ précédents 
des fonctions adjointes de première et de troisième espèces, en écrivant 
après leurs zéros arbitraires aussi leurs zéros nonarbitraires, en les sépa- 
rant des premiers par un trait vertical, de manière que 


m—2 n—2 


frl ! ! EA 
A &,%e; TU | 4,4) (4) 


représentera une fonction adjointe de première espèce de la variable 
p-1 

(2,Y.), ayant ses p—1 zéros arbitraires aux points (%,y,) et ses p—1 
f 1 


SAT : ri à 
Zéros nonarbitraires aux points (, y,), de même que 


ee LES p ' 
Pai wp Ye Ei 95 E Yy | Ge Ya) *) (5) 


la fonction adjointe de troisième espèce de la même variable (2, y,), avec 
les paramètres aux points (x,y) et (x »Y,) ayant ses p zéros arbi- 


se es aux points CA y.) et (6, y. =) et ses p zéros nonarbitraires aux points 


CA Ya) Ces Mons zéros sont complètement déterminés par les para- 
mètres et les zéros arbitraires, c’est-à-dire par les points: 
p—1 
(£, Y J (x, Yp); (9), (6, Y), i (6) 


*) Voir la formule (17) § 58. 
##) Voir la formule (19) § 58. 
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pil p—1 
ou, — comme les deux systèmes (2, y,) et (&,y) des zéros de la fonc- 


tion (4) déterminent complètement l’un l’autre, — par les points, 
RE p £ 
js Ey), Eau) Eu), 


comme le sont les zéros de la fonction (1), autres que (t, y.). Le pro- 
duit de la fonction (1) par la fonction (4): 


m—2 n—2 p—1 


(8) fy (T, y'; zay) a 2 Ye LV; | 2oy 


sera une fonction adjointe, (car tel est le second facteur), qui deviendra 


infinie œt seulement ma deux points (x',y) et ( T Yp) les autres infinis 


du premier facteur, CA y) étant les zéros de l’autre, et qui aura ses 


zéros aux points (6,2 Y), CA y) et aux points (a; Y, ) dont les premiers ` 


peuvent être considéré comme nr de vu la Fat des deux sys- 
p—1 
tèmes des points (&,,9,) et. CH y): Cette fonction ne sera donc autre 


chose, que la fonction (5), ou n’en ditférera que par un facteur constant; 
celui-ci pouvant être compris dans le signe de la fonction (4), qui n’est 
définie par ses zéros qu’à un facteur constant près, nous pouvons par 
suite écrire: 


m—2 n—2 
+ 


p—1 p 
(9) Fat (£, y CN) a 2 » Vz LAS sk T; A hr Pa ele V5 Ba Yii 5; Je | % Ya, ) 
d’où l’on aura de suite la formule cherchée: 


p Fa £ M EEA UE té | ay Ya ) 
(10) Pale, y; OL y) — 3 naa n N 
g( £ EA fl 4,9) 


Lorsque le point (£, Yp) viendra coïncider avec le point (E,9,.), ou 
p—1 
avec lun des points (x,y), par exemple avec le point (x ie ÿ, 1) 
1 


c'est ce qui aura lieu dans le second cas, où les p points (æ, y,) viènnent 
1 


sur une courbe adjointe de première espèce, — comme l’un des deux 
infinis de la fonction (5) sera absorbé par Pun de ses zéros arbitraires, 
l’un de ses zéros nonarbitraires, soit (4,,y,,), doit venir à tomber, en 
l’autre infini (x',y') de la fonction pour l’absorber, car il wexiste pas 
des fonctions adjointes qui auraient un seul infini. Donc dans les deux 
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cas la fonction (5) se réduira à une fonction adjointe de première espèce: 
dans le premier cas à 


m—2 n—2 


o( Z, Yz, tt; T t Ya), : (11) 


à quoi on aura, comme il est aisé à voir: 


p—1 p—1 
Cia) = 9), (12) 
dans le second à 
m—2 n—2 p—2 
PUE Yg 3T Yi E Yp | 0, ) (13). 


sans avoir légalité (12), et la fonction (1) se réduira dans le premier 
cas à l’unité, dans le second à 


m—2 n—2 p—2 p—1 ` 
ọ( z t Ya Tir Yi Es Y | E S 


(14) 


m—2 n—2 p—1 


g( Z, Yz 5 ? Lii | £i Yi) 


72. Avant de quitter la partie algébrique de notre théorie pour 
passer à la partie transcendante, traitant les intégrales abéliennes et 
leur inversion, il nous reste à développer encore une notion nouvelle, 
due à Mrs. Brill et Noether *), et dont les progrès recents de la théorie, 
qui nous occupe, ont signalé toute l'importance, — celle des points cor- 
residuaux (Mrs. Brill et Noether) ou équivalents (Mr. F. Klein). On sait 
par le § 68, qu’il est toujours possible de former une fonction, ayant les 
p+1 infinis arbitrairement donnés: 


(x, y); @, y), (1) 


et un zéro en un point arbitraire, par quoi les p zéros restants seront 
parfaitement APRES si le zéro donné est ($, Y), les autres seront 


désigné ici par E ; Y: ) de sorte que le système complet des zéros de 


notre fonction SE représenté ainsi: 
? 
(6, Y); Gi Y; ); (2) 


si le zéro donné sera (M, Yv), les p zéros restant seront désigné par 


p 
O, Yn)» en sorte que le système complet des zéros sera: 
? 
(n,9,); C Yy) | (3) 


*) Math. Ann. Bd. VIIL 1873. S. 272—278. 
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Les deux systèmes des point (2) et (3), formant les zéros des deux 
fonctions de (4, y, ): 


p 
(4) Eee 95 2,9) 
et 

p 
(5) Pa(£, Y; fa Y), 


ayant les mêmes infinis aux points (1), sont ceux, que Mrs. Brill et 
Noether ont nommé corresiduaux et M. F. Klein équivalents; nous 
adopterons la dernière dénomination, comme indépendante de toute consi- 
dération géométrique. Le quotient de ces deux fonctions: 


Fee, nav) 
(6) 
Pare, Y; ru) 


sera une fonction de (z,y.,) qui restera finie aux points (1) [et notam- 
ment égale à l’unité au point (x, y), comme il résulte de (27) $ 57 et 
(5) $ 58,] qui aura les points (3) pour ses zéros et les points (2) pour 
ses infinis comme la fonction: 


EURE p h 
(7) P aÉ, Yes D Y); 


on peut parconséquant définir aussi les points équivalents deux sys- 
tèmes des points, dont l’un représente les zéros, l’autre les infinis d'une 
même fonction de degré p+1, (7). [§ 40]. 

Les deux fonctions (6) et (7), ayant les mêmes zéros 0! et les 
mêmes infinis œ', ne peuvent différer l’une de l’autre que par un fac- 
teur constant; on aura donc: 

p Pere, y; 2,0) 
(8) Pons Ep E 


p 
P,E(x, Y; Pin Y;) 


La constante c pourra être déterminée de deux manières, c’est ce 
qui conduit aux résultats intéressants. En premier lieu, en posant 
2%, Y, =Y, on aura d’après la remarque faite plus haut sur la valeur 


du quotient à droite en (8) 
p 
(9) e = Pol, Y En Y). ; 


D'un autre côté, en chassant le dénominateur dans l'équation (8), de 
sorte qu’elle prendra la forme: 


p p 
(10) Pelt NT, sy) Pete Ye Era Ye) = 6 Pl, Y; 2a Y), 
: ; 3 
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on pourra y poser: 

z=¢-+ 4%; (11) 
après avoir divisé le premier facteur à gauche et multiplié le deuxième 


par A4, par quoi la valeur du produit ne sera pas changée, faisons y 
tendre AË vers zéro; comme d’après (4) du $ 61 on a: 


r ʻ p | LA 
lim Af Pitat, (6, Yes o Y) | = FR, Y), (12) 
et d’après (1) du même §: 
2 . g | l . 
y I £+ AE, p@, Y; Di, Y) ; PC Y; Lis y) (13) 
lim — 


2e | AE = 0 — d4 i 
on aura à la limite, en se rappelant de la signification du symbole D,: 
P? ? 
D Pilt, V Li Y) = PiE, Yi Ba Y), (14) 
d’où l’on trouvera: 
p? 
D; Pea Y; Zi Yi) 


p 
-= Delog P; (%, y; £9): (15) 


CE ET 


Pe y; 2i Yi) 


En comparant les deux formes de ce résultat avec le premier, donné 
par l’équation (9), on aura les deux formules: 


? ? 
Pons Ve E, Y; )= D, log Perf, Y; 2, Y); (16) 
? $ p P 
P CE, Y; E Vg ) Per, 92,9) Di Pelt, Y; 2,9), (17) 


qui nous seront, toutes les deux, très utiles plus loin. La dernière, si 
l'on y considère (n,y,) comme vâäriable, représente à gauche le pro- : 
duit de deux fonctions, dont chacune a pour ses zéros les infinis de 
l'autre; on pourra les nommer à juste titre inverses l’une de l’autre *). 
Les zéros et les infinis étant du premier ordre, ce produit restera tou- 
jours fini et parconséquent se réduira à une constante, — c'est ce qu’on 
voit par le second membre de l’équation (17) qui d’après (2) $ 61 ne 
dépend pas de n. 

Le premier membre de la même équation (17) étant symmétrique 
par rapport aux systèmes (1) et (2), on en conclut: 


p p 
Di Pint, Y; 2i, Y) = Dole Vi En Y), (18) 
*) V. Ermakoff. „Théorie des fonctions abéliennes sans les surfaces de Rie- 


mann“. Kiew, 1897. (Annales de l'Université de Kiew) (en russe.) 


M. TIKHOMANDRITZKY. 10 
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une relation fort importante. Elle exprime aussi la proposition sur 
l'échange de paramètre avec l'argument dans le cas de l’équivalence des 
systèmes de points formés du point variable et des points fondamentaux, 
de même que légalité (1) $ 70 l’exprime dans le cas général. Les deux 


P 
membres de la dernière ne dépendant que formellement des (a;,b,) 
1 


comme il y a été démontré plus haut, nous pouvons,-sans détruire cette 
égalité, remplacer, comme le remarque M. Noether, ces points dans la 


p 
fonction du second membre par (%,,Y,) dans celle du premier par 
1 


p? 
(6,6); alors elle prendra la forme: 
$í 


m—2 n—2 
D: P; (x, n2, 9) +Ÿe, Ee yit, s9) EC Y:) = 

(19) m—2 n—2 
=D Pny E ypt 2) Se £ UR IE Eala, Y), 


— où nous avons introduit dans la notation des fonctions adjointes de 
première espèce leurs points fondamentaux, ces points n'étant pas main- 
tenant les mêmes dans les deux membres (que nous avons en outre 
transposé). En vertu de (18) cette égalité prend la forme: 


? m—2 n—2 p is p m—2 n-2 p a 
(20) Dols, y 2 V) E,, G, AEDITAGET? s Ey Ve Er (2, Y), 
k=1 i 4 k=l Ÿ 


ou, en vertu de z $ 70: 
D ER p 
(21) Se. (a a WE S HG : Y; |Y): =D (E ; s Vein CTI TA) 
ki A1 à ne 
une identité intéressante, dont nous nous avons servi dans l'édition russe 
de ce livre pour démontrer d’après M. Noether deux propositions impor- 
tantes. 
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Partie Il-me (transcendante). 


Chapitre II. 


Reduction des intégrales abéliennes aux intégrales des 
trois espèces; les propriétés caractéristiques des 
intégrales de chaque espèce. 


73. La formule (4) § 66 donne la décomposition de la fonction 


Ple m n . 
D, uniforme sur la surface de Riemann pour F(x, y)=0, en éléments 
À LES dx 
simples; en multipliant les deux membres de cette formule par Fey ; 
2, Yy 
y 


et en intégrant de x, à X, (£o Yọ) étant un point ordinaire de l’image 


m n 
algébrique F(x, y) = 0, on aura: 


54 


4 j° 5 EL... DRE 
Jar F „@ 4) 


To 


RAI To 


£ 


p“ 1) dæ dx 
Ÿ y PES nl D 
D 4 ” (+ U i, ) F AS fre (x, Y;a i? ) E\(,1) s7 


i= pay ET Zo 


Veem a. n—2 
sf ee a y) 


De même en multipliant par Aa légalité (7) § 67 et en inté- 


grant de zo à x, on aura: 


10* 
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= vt Je 3 + y, a i? A F (2,4 ; y) -+ PB; fr E! tes y; a ti 15 Fils; y) Au 


(1) 
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x 


Næ y) __ dx e et 
p (2) Fæ, y) p(x, y) (To Yo) + 


o ufr NAS TT Ye fr CNET M 


T 


m—2 n—2 
o( x ETELA 
r VSR M 


To 


où l'on a: 


m—2 n—2 +3 + 
3 o( x : 
à f Ge -y pe P, 


T 


Ces formules réduisent lintégrale abélienne générale aux intégrales 
de trois espèce: 


de la première espèce: 


z 
C 
m—2 n—2 
læ 
I fe (2: 0 J hida à 
Ja I FE) 
To 


il y’ en a p différentes linéairement indépendantes; ensuite 


de la deuxième espèce: 


æ 


>» 
) LRA; a 
IT Je ” COLIS E a 
ct 
j lx 
i Re ARE: 
i i e N a 


de cette dernière catégorie il y’ en a aussi p différentes; enfin: 


de la troisième espèce: 


æ 


IT PR (y.a,0)— = — 
) pa L T 


To 
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74. Les intégrales de première espèce restent finies et continues 


sur toute la sphère de Riemann, comme il suit de ce, que nous avons 
m—2n—2 dx 
(x, y ) x 
vu au $ 44, savoir, que la fonction ——-- 
F (Œ, y) 
point de la sphère de Riemann. C’est là la propriété caractéristique des 
intégrales de première espèce. 
Les intégrales de deuxième espèce deviènnent infinies en un seul 
point, qui peut être à une distance finie ou infinie du kasy %==0; savoir: 


Pintégrale II) au point (£, Y) infinie d'ordre k: œ”, et l'intégrale Il') 
au point (a,,b,) infinie du premier ordre: œt. En effet, si (4,,7,) est 
un point, situé dans le voisinage du point (£; y.) et dans le domaine de 
la convergence uniforme de la série K,(x—%) de la formule (9) $ 61, on 
aura d’après cette même formule, en l’intégrant: 


est finie en chaque 


LA x 


PE ri) dx 5 (k—1) ? dx 
4; ÿ; ab ———=|ÙZE; (2,y;a.,b)—— 
je pt à Fep t E y "1 dy LP Ta 


To 


F AG Ye) Tat o £ 
AT a +fpe-9-E- 


F, i y) 


(1) 


pe 


ici la dernière intégrale reste finie pour æv —£, car telle est la fonction 
sous le signe de l'intégration; aussi sont finis les termes premier et troi- 
sième, indépendants de la variable x, tandisque le second devient x", d’où 
il suit ce que nous en avons dit. En particulier, pour £— 1, l'intégrale 


zx 


| E; (x, y; a, AE rars ya 5 (2) 


deviendra =œ comme la fonction 
ea DU (3) 
wÅ g 
pour æ—£. D’après la remarque faite à la fin du $ 62 ces résultats 
s'appliquent immédiatement à l'intégrale IL‘) ($ 73), qui devienne = ! 


au point (a, b,) comme l'expression: 
FC by) (4) 


pour æ—u, Ces derniers intégrales de la deuxième espèce devenant 
chacune —! à l’un des points fondamentaux, on peut les appeler în- 
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tégrales fondamentales de la deuxième espèce, et l'intégrale (2) — inté- 
grale générale de la deuxième espèce avec le paramètre (£,y.). L’inté- 
grale II) $ 73 peut être appellée l'intégrale générale de la deuxième espèce 
d'ordre k, car elle devient =œ" au point (6, y.). 

L'intégrale de la troisième espèce possède deux infinis logarithmi- 
ques: l’un au point (t, y.) où elle devient infinie comme —log(x-—£) 
pour æ—£%, l’autre au point (n,Y.), où elle devient infinie comme 
log(x—n) pour x--1n. En effet, par (27) et (28) § 57 et (5) $ 58 on 
a aux environs des points-paramètres M Enr 


p kaii 
(5) Pie, y; Ga b) PUR dE Lait R(x — £) 


TEES 1); 


iae. 


P; 
(6) EA Y; a b Vs F(z, i 


en désignant par (%,,y,) un point pris au voisinage du point (E, Y) dans 
le domaine de convergence uniforme de la série R(x — £), et par (as Ya) 
un point pris au voisinage du point (n, Yn) dans le domaine de conver- 
gence uniforme de la série P (£ — n), on aura, en multipliant ces éga- 
lités par dæ et en intégrant: 


T 


e (] ch Pes 9 "D 
d? Rs ERS 2 aesa, E eN y) 


(7) ju id 3 


— log (æ — £) + log (x,— £) + fae-ou, 


T, 


z 


Je En, y; a H Dea y) E EnF, Y; apb) Wa, RE 


(8) To To z 
o 


teoger | P (£ — n) dx ; 

dans les deux formules les derniers termes des seconds membres restent 
finis pour æ-—£, respectivement x= n, car telles sont les fonctions sous 
le signe de l'intégrale; les autres termes, les seconds exceptés, sont des 
quantités finies, indépendantes de x, d’ou il suit ce que nous avons dit. 
C’est là la propriété caractéristique des intégrales de troisième espèce. 
On remarquera les coéfficients des termes logarithmiques dans les formu- 
les (7) et (18), et que la somme de ces coéfficients est égale à zéro. 
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75. En multipliant (7) et (8) § 61 par EE A et en intégrant de 
F,,(&,y) 


zy à x, on aura les relations suivantes entre les intégrales de la deuxième 
espèce de différents ordres et celle de la troisième espèce : 


Frare i e A PE (1) 
G Y; 12 i Fr = “+ S "6" sY; i i y (2Y) 
: : 
pe” $ b a p. Pe 5 , ER jen WR 
J T a Q 


car on peut ici changer l'ordre de la différentiation et de l'intégration. 
De la même manière on tirera de (3) et (4) § 62 les relations suivantes: 


z z 


dx : 
3 
Fy, y) (3) 


Fy(x, y) 
To 


pa £ 


(—1) EIAN dx l ; dæ 
E E, AN E aE) A E A 
J E T af peU a A 


To 
76. L'intégrale de troisième espèce, que nous avons SE au 


§ précédent, a une dérivée, qui s ‘annule aux points fondamentaux (a, b); 


une autre, dont la dérivée s’annule aux autres points: (a8), en diffère 
1 


par une fonction linéaire des intégrales de la première espèce. En effet, 


en multipliant légalité (1) § 60 par — 


dæ > 4 
et en intégrant de x, à 
F, (2,4) 


æ, ON aura: 


ə p dx dx 
B) — P; ; b aE A 
J P; (£, Y;a i B,) F y2, ,ÿ) =f En, Ya 1? j (x, y) qu 


k (1) 


m—2 n—2 
Sr en(a,» b; of VIRE Der 


En effectuant l'opération D: sur les deux membres de cette égalité, 
vu (1) du $ précédent et (7) $ 61 on aura: 
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zx 


dx 
E(2, Y; 2, E;(2, y; a, b) — 2 
j (EY; tp dE a rA = f pe) + 


(2) A je 
p = 
+Y E(a,b:a B)+ CET) œ 
se, AA at ni Fy, y) 
11 PA 


en effectuant l'opération D: sur (1), vu (2) du § précédent et (8) $ 61 
on aura 


z 


= Été) Aie à 
E; » Y; à STAR = E- RIA ERY -c 
J 1 ; “38 ti ji p z =J ar 4 o) Fy(æ,y) | 


G) * h 


p F ri 
n p 3 p B ) (Te ne 
k 7 E P 4,0 X T 
R A d i Fim y) 
Teal 4 


Les formules (2) et (3) expriment une proposition analogue pour les 
intégrales de deuxième espèce avec le paramètre au point (4, y.). 


17. En multipliant légalité (21) $ 69 par nd et en inté- 
Fa, y) 


grant de x, à x, on aura: 


x 


; dx , dx 
Ps LE E r ia Pi Joe 
T A »Y) Fit, y) T (@ 4 a, l ) Fia, y) + 


(1) To To 


m—2 n—2 
Pr. to C a 
> Lt si Ce y) ie y) 


cette intégrale nouvelle de la deuxième espèce diffère donc aussi de sa 
correspondante entre les intégrales fondamentales de deuxième espèce par 
une fonction linéaire des intégrales de première espèce, dont les coéffi- 
cients, des constantes, satisfont, rappellons-le, à légalité (19) § 69. Nous 
appellons aussi fondamentales ces dernières intégrales de la deuxième 
espèce, mais plus générales. — Comme on a 


vs 


F{x, y) 


(2) D . [ae 9) —=E, (2,9) 


To 
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on peut écrire légalité (2) $ 70 de cette manière: 


D E ; 


p f 5 ; p m—2 n—2 3 
=D; P;, (2,1 > Lo + Ÿ + ALES. fa EG Y. YF VE no (3) 


ET £ 


so 


en multipliant cette égalité par ———— et en intégrant de &, à x, on aura: 


F, (x, y) 
a + à 
H(x,yt,y.) —"- =D] P:,(e, TA) 
j LE T Ji (yia et 
OU z ; (4) 
m—2 n—2 | 
+Y | E6 ren Je res) 


k=1 f à 
p- ço o 


Le premier terme du second membre de cette formule est l'intégrale de 
la deuxième espèce (1) $ 75; parconséquent l'intégrale de son premier 
membre, qui en diffère par une fonction linéaire des intégrales de pre- 
mière espèce, est aussi de la deuxième espèce. On appelle cette inté- 
grale l'intégrale normale de deuxième espèce: le point GEA) en est le 
paramètre. L'égalité (4) nous montre que cette intégrale peut être 
reçue à l’aide de l'opération D,, exécutée sur lintégrale: 


P C pa I 
Ean Ma UE a y) 


To 


- m—2 n—2 
È K Eo dæ 
+ | a Mes Jet Y) ra) 


fæ To 


qui, différant de l'intégrale de troisième éspèce (le premier terme) par 
une fonction linéaire des intégrales de première espèce, est aussi une 
intégrale de la troisième espèce. 

L'intégrale normale de deuxième espèce se réduit à Paide des 
fonctions algébriques aux intégrales fondamentales de deuxième espèce. 


En multipliant légalité (1) § 70 par z ten intégrant de x, à x, 


File, 


on aura, en se rappellant de (6) $ 59: 
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PAG Ye DE K : oh fs ét LE n 


(6) z 


5 r p d 
D P FE dx aa (E m—2 n—2 dx 
APE Enl T, Y; a. EIES: ALA À 
propre aa E Pace) 


Lo k=1 To 


le second membre de cette égalité ne diffère pas essentiellement du second 
membre de légalité (4), car, en y ouvrant les crochets, on aura le second 
membre de (6); donc on a: 


kai 


H(x, y | y) 
/ ss D 
2 5 
a A A EOE | ETE 
T, To LA = èi t 17 k F; (2, y) 
- 41 To 


cest ce, qui démontre la proposition énoncée, car le premier terme à 
droite est une fonction algébrique de x, uniforme sur la surface de 


m n 


Riemann pour F(x, y) — 0. 


» 
= 
> 


de 
En multipliant légalité (4) par Fiy et en intégrant de £, à &, en 


ayant égard à (6) $ 59, nous aurons: 


dr dE 
Higyj y) TF 
; Í ' Fy(æ,y) FE, y) 
d£ m—2 n—2 
js (9) E ve) y CA QE » Y Fr 


To 


CALI 


Ada 


10 


Jr sale agb) ES D 


Cette intégrale ne diffère que par la lettre, désignant le second para- 
mètre de l’intégrale de troisième espèce (5); parconséquent elle est aussi 
de troisième espèce. En effectuant sur elle l'opération Dg, on aura 
l'intégrale normale de deuxième espèce, tandis que nous l'avons déduit 
de cette dernière au moyen de l'intégration par rapport à la variable £: 
voilà quel est le lien entre ces deux intégrales d'espèces différentes. 
L'intégrale (8) s'appelle l'intégrale normale de troisième: espèce; les points 


ae 
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(E, y.) et (Éo Y- ) en sont les paramètres. On comprend bien, sans doute, 
que les chemins d'intégration de x; à x et de f à £ ne doivent pas se 
croiser, car autrement l'intégrale n'aurait pas de sens. — En multipliant 
l'égalité (3) $ 70 par 2. 
Fy, y) Fy, Y) 
de æ,, et par rapport à £ de %,, suivant les chemins qui ne se croi- 
sént pas, on aura: 


et en intégrant par rapport à x 


r 


EU] ` 


è d: dæ 
£ p| —_——— — H( 1) 
J [ienen Evd FT -J Pone D EDE p © 


Cette égalité exprime la propriété Se de l'intégrale normale, 
de troisième espèce de rester invariable en sa valeur par l’échange des 
paramètres et des limites. Elle démontre „le théorème de l’échange du 
paramètre et de l’arguinent“. — La même proposition pour l’autre 
forme de l'intégrale normale de troisième espèce peut être déduite. de 
la même manière de l'égalité (1) § 70; en la multipliant par la même 
quantité et en intégrant entre les mêmes limites, on aura: 


7 pe 


NY 


v 


E 


P le EN < m—2 n—2 dz 
EP EVA a, 0 - DN E (2,9) REEE TP ZAF 
à f: dé 1 dr; TOM ) ; nes K Pal FE, Y ka 
= 1 Lo 78 
So : o ; (10) 
ə 


Dene ne 
+ FEV). : F(a, y) 


zo 


fr 2 p, y; a i? b.) Fi TON 


Zo 


À l'aide de la formule o) $ 69, qui donne le mode de devenir 
infinie aussi de la fonction H (x,y |£, Y. ), en vertu de (2) $ 70, on peut 


appercevoir facilement de (9) que l'intégrale normale de troisième espèce 
devient l’infinie logarithmique, lorsque l'argument devient égal au para- 
mètre, car on a 


z 


JA- eij = lbg(r—ł)+0;. 
e/ € 


ĉo) +C. La même chose est aussi 


& ar 
) 
Cuir 


pour l’autre p 
visible de légalité (10). 

18. Si l’on trace sur la sphère de Riemann une courbe du point 
CN, Yy) au point (£, Y), où Pintégrale de troisième espèce devient infinie, 
de manière qu’elle ne croise pas ni soi-même, ni les lignes À, et B, 
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(h—1,2,...p); alors cette ligne sera une coupure de la fonction, repré- 
sentée par l'intégrale de troisième espèce, ayant ces points pour para- 
mètres: sur les deux côtés opposés de cette ligne les valeurs de l’inté- 
grale considérée seront différente de 272: en passant du droit à gauche, 
l'intégrale recevra l’accroissement de —2ri. En effet, le point (x,y) 
décrivant un cercle infiniment petit autour du point (E, y) dans le sens 


positif, l'intégrale recevra un accroissement de — 2zi grâce au terme 
—log(x—©) de son développement pour le point considéré; de même, le 
point (x,y) décrivant un cercle infiniment petit autour du point (n, Yn) 
dans le sens négatif, lintégrale recevra le même accroissement grâce au 
terme +log(x —") de son développement pour ce point; mais l’un ou 
l’autre des deux cercles doit on décrire, si l'on veut passer de l’autre 
“côté de la ligne sans la croiser. 

79. Pour simplifier les formules nous voulons introduire une nota- 
tion abrégée des intégrales des trois espèces à Paide des grandes chiffres 
Romains: I, II, III, qui présentent cette avantage, qu’on peut écrire les 
limites des intégrales et indiquer à l’aide d’un indice, attaché au bas ou 
en haut des chiffres les différences individuelles de chaque intégrale de la 
même espèce, de la manière suivante: 

a) l'intégrale fondamentale de première espèce: 


zx 


m m—2n—2 
1 Le £ k=1,2,... 
7 ~ J Ce CELB) 
b) l'intégrale générale de première espèce: 
T a m—2 n—2 
2 o£ ,y 
) To l E y)’ 
en vertu de (11) § 53 on aura: 
z p zx 
(3) 1-2 0,l,; 
c) l'intégrale fondamentale de deuxième espèce: 
i To ' ’ dæ 
(4) Il, — E (2,4. :. ar br.. J); (k=1,2,...p) 
CORRE F(x, y) 


d) l'intégrale fondamentale de deuxième espèce plus générale: 


FA 


(5) Il OL E,(x, PE) ua lp) 


To 
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en vertu de (4) on tirera de (1) $ 77 la relation 
g z p 
i=- (6) 
To To E= 
où lon a C=C, du reste ces constantes étant arbitraires; 
e) Pintagro de deuxième espèce avec le paramètre au point (6, Y;) 
ayant la dérivée, qui s’annule aux points fondamentaux: 


T 


jik f Ex, y: a, 0) 
Es Fi 


Fy(2, v) 
f) le même intégrale d’ordre élevé 


z 


z C 
ES æ, y: a. 
Lo G, it ‘i DE ee H 


To 


(8) 
g) l'intégrale normale de deuxième espèce avec le paramètre au 
point (5, y): 


Ka 


i= | Hle, yEy- 


9) 
R: 2) 
h) la première intégrale de troisième espèce: 
TTo : P dæ 
Hi = | Pizy a b-a (10) 
ar ii E EE, Y) 
i) l'intégrale normale de 


i troisième espèce avec 
points (,y;) et Co Y; ): 


les paramètres aux 


L.., = Fr =) $ : 
rie l yt Vie Fy, 1) 


elle s'exprime ainsi par la 


IT, E, =I] 


arr jm NTF 
» 


E 


(11) 
AR en ie du (8) $ 77: 

ILE. £ mi £ PET 

æ S, SO mi: S, So k=l £ 


(12) 

po 70 
Pégalité (10) du § précédent, qui exprime le théorème de léchange du 
paramètre et de vargonai, aiseig maintenant la forme 
ROT. 
tit, + SIN, n KAHN (13) 
k=l fo Eo ie Eo To 
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Les formules, qui montrent, comment dérivent l’une de Pautre les 
intégrales normales de deuxième et de troisième espèce, prennent la 
forme : 


z æ 
ua IL= D; H, pa 
T x dt 
(15) HS PE 
To =? 0 pe F; Y.) 
$, 


En effectuant sur l'intégrale normale de troisième espèce lopération 
k ` 
D,, on aura d’après (8): 


(16) I — D} IL, à, 


qui diffère de l'intégrale (8) par une fonction linéaire des intégrales (1), 
comme il suit de la formule (8) $ 77; c’est pour cela, que nous en avons 
modifié un peu la notation. 

80. Les formules (1) et (2) $ 73 pour la réduction des intégrales 
abéliennes à celles de trois espèces, après y avoir introduit les notations 
abrégées des intégrales, éd la forme suivante, plus simples: 


& 
C 1 


tay a glS a, iig + slin le 
g) Fay) =>) à> Edi dre r 


{i). * 


al vd + x B Il; | E 
AA te Île, a Li) il ola) à 


h=1 
æ 


(2) I La = D(œ,y) — D(& Yo) + Sale +Seit, +1 


gx) Æ,(æ, y) zo 


To 


Si l'on multiplié l'égalité (7) $ 66 par Ro et l’intègre de æ, à +, 


on aura la formule équivalente à (1), mais plus serrée, si l’on y introduit 
les notations nouvelles des intégrales, savoir: 


£ 


| d f(,9%) Tr 
AE) PPS | ME UE Ill’, 
(e) F (æy) AORAR AOP E | 
(3) % | S 


y 


Aa b) 2 
> 1 d E D AAC} A He Ja A i T Le 
Ca ds TOLA zj 2 Pla) 2 
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f(8:%) =, | 
où la lettre II devant l’expression —— j désigne d’après 
o(z AC y.) To m f £= 


Abel la somme des résidus de cette fonction par rapport à ses infinis, 
situés aux points O' de la sphère de Riemann. 


À Paide de la relation (12) § 79 et en vertu du théorème de 
l'échange du paramètre et de largument chez lintégrale normale de 
troisième espèce on pourra transformer la formule (2) en celle-ci: 


g 


F ED -E D (e y) Diro yalt 


gG) F y (2, w 


: (4) 
LS IL ESANA aS (6. Soil, )i, 
ref To To. h—1 y 


les coéfficients A,, B, C, des intégrales des trois espèces étant déter- 
minés par les formules (8) $ 67. — Les intégrales des deux premières 
espèces étant fondamentales, et parsuite indépendantes les unes des autres, 
et les infinis des intégrales de troisième espèce étant logarithmiques, 
on voit de suite, que les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
l'intégrale du premier membre de cette formule se réduise à une fonc- 
tion algébrique, sont *): 


A En 
A, =0 (4—1,2,...p}, B, =0 4=1,2,...r), E,— AB, IL, —0 (&—1,2,...p), (5) 


h=i 


les troisièmes se réduisant en vertu des deuxièmes à celles-ci: 


EE e S RE (6) 


Si de ces équations les deuxièmes n’auront pas lieu, mais seule- 
ment les équations premières et troisièmes, c’est-à-dire, qu’on aura: 
En 


net: si, —0, (k—1,2,...p) (7) 


et en outre: 


D, 
Me a e 
où tous les nombres %,, %,,4,.-.7,_, sont des entiers, alors on aura: 


i 
lz 
Ea Sh 
—À 
CA 


AO. =Èe Sal ui, a+ A BE EEE T EL, 3 + 10 
n 1 


=, TAR Weierstrass. Werke. Bd. IV. S. 267. 
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En désignant par %(x,y) une fonction rationnelle de x et y, laquelle 
devient infinie aux limites supérieures des intégrales (entre paranthèses) 
de l’ordre marqué par le coéfficient de la même intégrale, et égale à 
zéro au point unique (n, y) de l’ordre égal à la somme de ces coéfficients: 


(10) ni F naite Mg —is 


à la condition, que cette somme n’est pas inférieure à p—-1, on aura 
d’après le théorème d’Abel (v. le Chapitre V de ce livre) l’égalité suivante: 


n Enpa hgy ` p; (2, y) 
(1 1) 1i IMI, Zo + LA EJ HI, a+ …. + du IL. To Er log = ? 
fi n ^ r3 
en vertu de laquelle légalité (4) se réduria à celle-ci: 
fæ) d Le i Yæ) 
(12) | p(x) Pr a y) P (25, Yo) +2 der À 


To 
Donc les équations (7) et (8) expriment les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que l'intégrale abélienne se réduise aux fonctions algé- 
briques et logarithmiques *). 

La même voie à suivre se présente le plus naturel dans les 
recherches ayants pour but de trouver les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour qu’une intégrale abélienne du rang donné se réduise aux 
celles des rangs inférieurs, c’est-à-dire se rapportants aux images algé- 
briques des genres inférieurs. Pourtant, vu le caractère spécial de cette 
question d’une part et des grandes complications de l’autre, qui peuvent 
s’y présenter et nous entrainer loin hors des limites imposées à nous 
par le titre du livre, nous laissons d’y revenir à l’autre occasion, — sans vou- 
loir empêcher par cela quelqu'un de nous y devancer,—en se conten- 
tant ici de l'indication faite. 


*) D'une manière semblable L. Koenigsberger a traité le même problème dans 
le cas hyperelliptique. Voyez ses „Vorlesungen über die Theorie der hyperelliptischen 
Integrale“. Leipzig, 1878. Achte Vorlesung. S. 130 — 158. 
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Fonctions primaires. Relations entre les périodes des intégrales, 


81. En revenant à l'identité (22) $ 69 multiplions ses deux membres 


- 


par et lintégrons suivant la courbe fermée À,; alors le second 


Fy(E,y ) 
terme de son premier membre, qui sera réduit à dP; (x, y: a, b) après 
la dite multiplication, donnera le zéro après l'intégration, car le cho 


fermée À, ramène à sa yaleur initiale la fonction de (4 sY) P, En Y; ap b,), 


qui est uniforme sur la surface de Riemann pour F' E y;)=0, étant une 
fonction rationnelle de C, 9), [§ 68]. En introduisant encore les notations 


suivantes pour les intégrales des trois espèces, prises suivant la courbe 
fermée À, dans le sens positif *): 


è m—2 n—2 d l 
ES sY; ) i kr ~ Okhg 2 
1 ; F, yE, v) (Ai 
E =I =n, 2 
T 6, ETES a Yg) TU far l (2) 
(Am 
MAIS "+ ME SAL y), 3 
Ta zq Ê» Ye Li des A d) 1 ( Y), ( ) 


— car la dernière intégrale sera une fonction du point (x, y), tandis que 
les deux premières sont des quantités constantes, — on aura: 


p 
m—2n— 


D,@(x, g, fius pT, Y 5 T OnE, (æ,y) j, (4) 


E= 


*) C'est-à-dire par rapport auquel la partie intérieur de À, sera à gauche. 


M. TIKHOMANDRITZK y. 11 
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et en divisant par F(x, y): 


P m—2 n—2 
d LE | P L,Y) E,(e,9) |. 
(5) q eS DA Fy)  "F,(,1) 
La dernière égalité nous montre, que la fonction Q(x,y),, définie par 
Péquation (3), a une dérivée algébrique, uniforme sur la surface de 


mn 
Riemann pour F(z,y)=0, mais avec les coéfficients transcendants ©, et 
"y définis par les équations (1) et (2). L’équation (5) définit la fonction 
à une constante additive près; là dernière sera déterminée, si l’on in- 
tègre cette égalité en commençant du point (4,,7,); une fonction reçue 
de cette manière, qui s’annule poùr £=Lo, Y=Yo, nous désignerons par 
Q(L,Y: Lo,Yo),; alors on aura: 
p z£ z 
(6) Q(x, Y; Lo; Yo), =2 (ru L ul) i 
Dun autre côté, on tire de l'équation (3), à cause de ce que par (6) 
$ 59 on a: 


p p & p 
(7) Pané, Yg; fu b) Di Py nÉ: Ye G b) -a ARH LE 35 f; b) , 
cette autre expression de la même fonction: 


(8) Q(T, Y; £o, Yo), S 1 | ke 
(43) 


De ces deux expressions (6) et (8) de la fonction Q(z, Y; £o, Yo), on dé- 
duit aisement toutes ses propriétés. De la première expression on voit, 
que cette fonction sera finie et continue à moins que le point (x,y) ne 


p 
vient pas se confondre avec Pun des points fondamentaux (a., b), où elle 
ti 2 


devient infinie du premier ordre: œ!', comme l'expression: 


F(a ,0 

(9) — ou us), 

pour #=—a, ainsi qu’il suit de l’équation (6) d’après (4) du $ 74. Quand 
le point (x,y) arrive sur la ligne À,, la formule (8) devient illusoire, 
tandis que la formule (6) montre, que notre fonction aura encore une valeur 
finie; mais cependant cette valeur ne sera pas la même sur les deux bords 
de la ligne À,: cette ligne sera donc une coupure de cette fonction, qui 
reçoit un accroissement fini, lorsque le point (x,y) passe à travers d’elle 
d’un côté à l’autre. En effet, pour que la formule (8) conserve le sens, 
lorsque le point (x,y) vient sur le chemin d'intégration À,, il faut changer 
un peu ce chemin auprès du point (x,y), en faisant le point (E, Y) de- 
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vier le point (x,y), en décrivant autour de lui, comme du centre, un 
demicerele d’un rayon infiniment petit du côté droit ou du côté gauche; 
mais dans ces deux cas on n’obtient pas le même résultat: le chemin, 
qui laisse le point (x,y) à sa gauche, peut être transformé en celui, qui 
le laisse à sa droite, plus un autre suivant un cercle entier de rayon 
infiniment petit autour de lui dans le sens positif, ainsi que la valeur 
de la fonction Q(£,Y; £o, Yo), lorsque le point (x,y) est situé auprès du 
chemin À, de sa côté gauche, sera égale à celle, qu'a la fonction, 
lorsqu'il est situé de sa côté droite, plus la valeur de l'intégrale, prise 
suivant le cercle infiniment petit autour du point (x,y) dans le sens 
positif, mais cette dernière est égale à —272, car au voisinage du point 
(x,y) on a par (4) $ 61: 


Fy, Yg) 


Pane, DE +P, — x). (10) 
Ainsi la valeur de la fonction Q(x, y; £o, Yo), à gauche du chemin À,, ou, 
à parler autrement, à l’intérieur de la courbe fermée À,, sera de 27 
moindre qu'à droite de cette ligne, autrement — à l'extérieur de cette 
courbe, ainsi qu’en passant, par cette ligne fermée de son intérieur à 
l'extérieur, la fonction Q(x, Y; Lo Yo), reçoit brusquement l’accroissement 
de 2x, en passant de l'extérieur à l’intérieur celui de — 27t. Durant 
que le point (x,y) ne passe pas à travers de cette ligne, la fonction 
Q(£, Y; LoYo), reste uniforme; mais comme à cause de la connexion 
multiple de la surface de Riemann le point (x,y) peut autant de fois 
que l’on veut passer à travers de la ligne A, dans le même sens, on 
conçoit, qu’en chaque point de la surface de Riemann la fonction 
Q(x, Y; Lo Yo), Aura un nombre infini des valeurs, qui diffèrent entre 
elles par un multiple de 27i, par 2q7i, q étant un entier quelconque, 
positif ou négatif. 

82. De même en intégrant La même identité (22) $ 69, après lavoir 


+ 


jg 


multiplié par ——"——, suivant le chemin fermé B, dans le sens positif, 
F Ey.) ; 

S 

et en posant: 
m—2 n—2 dE 
face ==, (1) 
Ša FG, y;) (Bh) 
EAA E E (2) 


a) : “à Yg) (Br) 


Ap ALAAE FE, en ih =Q" (x, Y) (3) 
(Bi) 


D Éa 
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on aura: 
p i 
à m—2 n—2 3 ; 
(4) D,%(x, = Pat E, Y )— UE, (&, y), 
kt ; ; 
et en divisant par F, (x,y): 
| m—2 n—2 = 
à de | TAE ASA. A E,(&,y)| 
ESA € = ea a Le 1 ER 
G) de © Y), Du FGF) 
k=1 


d'où il suivra, que la fonction Q (x, y), a une dérivée algébrique, uniforme 


sur la surface de Riemann pour F(x,y)—0, ayec les coéfficients transcen- 
dants ww et ^, En intégrant l'égalité (5) sur le même chemin qu’en 
le $ précédent, du point (£o, Y) au point (x, y), on aura, — en désignant 
la fonction Q(x, y), qui s’annule pour 2=%,, Y=Yo, par Q'(L, Y; Lo, Yo), 
l'égalité suivante: 


p z æ 


(6) Q'(£, Y; Toy Yo = > Ce À — 0 I) , 
k=1 To To 
et aussi de léquatiòn (3) d’après (7) du § précédent cette autre: 
SL 0 
(7) "Q (2, Y; Lo nk= uik Zo” 
(Br) 


De ces deux expressions on tire de la même manière, qu’au § précé- 
dent, la conclusion, que la fonction Q'(£, Y; £o, Yo), est finie sur toute la 
sphère de Riemann, les points fondamentaux exceptés, où elle devient 
infinie: œo! comme 

(8) a a 

pour æ—a,, et uniforme tant que le point (x,y) ne passe pas à travers 
de la ligne B,; en passant par cette ligne de l'intérieur à l'extérieur, 
elle reçoit l'accroissement de + 2x7, en passant de l'extérieur à l’inté- 
rieur celui de — 2x, de manière qu’en chaque point de la sphère de 
Riemann elle a une infinité des valeurs, qui différent entre elles par 
2q'ri, 4 étant un entier positif ou négatif; enfin, comme Ja fonction du $ 
précédent, elle devient égale à zero pour £= £p Y =Y, (en négligeant 
les multiples de 2x). 

83. Chaque contour fermé nous amène à une pareille fonction, qui 
cependant ne sera qu’une fonction linéaire des 2p fonctions Q (x, Y; £o, Yo h 
et Q(x,7;%o,Yo),, ayant pour coéfficients des nombres entiers. En 
effet, un contour fermé quelconque peut étre réduit. à une suite dé- 
términée des courbes À, et B, (h=—1,2,...p), suivies dans l’un ou 
l’autre sens, et encore des contours fermés infiniment petite autour des 
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points de ramification, qui cependant donneront les intégrales égales à 
zéro, ces intégrales étant prises suivant les chemins infiniment-petits des 
fonctions, qui y restent finies, comme on le voit par les formules (5) des 
deux $$ précédents; en désignant maintenant par m, le nombre, qui 


indique de combien de fois le chemin d'intégration À, a été suivi dans 
le sens positif plus souvent que dans le sens négatif, et par n, le nombre 
qui indique la même chose pour la courbe B,; en désignant encore par 


Q(x, Y; Ya) la fonction qui se rapporte au chemin fermé considéré, on 
aura légalité: 
Pp í 
Q(T, Y; to Yo) = 2 | MS (£, Y; Los Yo)n + 2 (2, Y; Los mh i (1) 


et aussi cette autre (en vertu des équations (6) des §§ 81 et 82): 


E p £ 2 
Q (2, Y; o Yo) =D i =D I) , (2) 


en désignant par ©, et par n, les valeurs des intégrales I, et II, de pre- 
mière êt deuxième espèces, se rapportant au même chemin, ainsi qu’on a: 


p 
O, =2 (M, Orn H no), ; (3) 
p irea 2 (M Nya FAM) (4) 


84. Les quantités w,, et œ, (h—1, 2, 8, ... p) sont les périodes *) de 


() 


l'intégrale I, de première espèce; les quantités nn tn (2=1,2,8,.:.p) 


sont les périodes de l'intégrale Il, de deuxième espèce. Tout chemin, qui 


mène du point (£o; Yo) au point pa y) peut être réduit par une déformation 


continue à une suite déterminée des chemins 4, et B, (h=—1,2,3,...p), 
suivis d’un chemin déterminé, qui amène directement du point (£o, Yo) au 


x s 
point (x,y); ainsi, qu’en désignant par I, et II, les valeurs des intégrales 
f To To 


qui se rapportent à ce dernier chemin, leurs valeurs se rapportants à tout 
autre chemin seront données par les formules: 


m +0, I xt Sim Ou On)» (1) 
Il TU D+ Sjonna N My)» (2) 
To zo I= 


*) On désigne ces périodes par le nom des périodes cycliques. E. Picard. 
Traité d'Analyse. T. II, p. 392. 
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M, n, (h=—1,2,3,...p) étant des entiers quelconques, positifs ou 
négatifs. Entre les périodes des intégrales de première et de deuxième 
espèces il existe des relations intéressantes et importantes pour notre 
théorie, qu'on déduit aisement des égalités (6) des $$ 81 et 82; c’est ce 
que nous montrerons dans le $ suivant. 

85. Dans les égalités mentionnées faisons le point (x,y) décrire la 
courbe fermée À,, où nous supposerons g=£h; ce chemin ne rencontrera 
pas ni À», ni Ba; par conséquent les fonctions Q(z,7;xo, Yo), et 
Q'(£, Y; Lo, Yo), reprendront leurs valeurs initiales, et leurs accroissements 
seront égaux à zéro, tandis que les intégrales 


(1) I, et IL, 


qui entrent dans les seconds membres de ces égalités, recevront respec- 
tivement les accroissements 


(2) o, et 1; 


kg 
en retranchant des égalités reçues après que le point (x,y) a décrit le 
chemin À, les mêmes égalités à létat primitif, on aura les relations 
suivantes entre les périodes des intégrales des deux premières espèces: 


i p 
(3) 2 Mady te My) — 0 , 
P 
(4) b (rry Fr. On y) =0 , (h Æ g) 
k=1 


où dans la dernière on a indispensablement L-£g, tandis que la première 
aura lieu aussi pour k—g, car alors chaque terme de la somme sera 
identiquement égal à zéro. De même, si l’on fait le point (x,y) décrire 
le chemin fermé B,, où l’on a kg, on tirera des mêmes égalités (6) 
$$ 81 et 82 par la même raison les égalités: 


p 
(5) DALON — 0,03) = 0, 
qui ne diffère de (4) que par le facteur (—1), et 
p 
(6) D (aiy — Org) = 0 
= 


qui aura lieu aussi pour }—g, chaque terme de la somme devenant alors 
identiquement nul. Si l’on fait, dans la même égalité (6) $ 81 le point 
(x, y) décrire la courbe fermée B, dans le sens positif, comme il passera 


en vertu de cela du côté gauche de la ligne À, à son côté droit, la fonction 
Q(x, Y; Zos Yo), recevra l'accroissement 2x5, et l’on aura l'égalité: 
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p 
> (QAR re OM) = art (7) 
k=1 


En faisant le point (x, y) décrire la même courbe B, dans le sens positif 
dans légalité (6) § 82, nous aurons légalité (6) du § présent pour 
g=h, c’est-à-dire une identité; si l’on fait, dans la même égalité (6) 
$ 82, le point (x,y) décrire la courbe À, dans le sens positif, comme 
il passera en vertu de cela du côté droit de la ligne B, à son côté gauche, 
la fonction Q'(£, Y; £o, Yo), acquerra l'accroissement — 27i, et l’on aura 
l’égalité: 
p 
2 Man — San) = — ri, (8) 
; qui ne diffère que par le facteur —1 de la précédente. 
Ainsi nous avons reçu *) entre les périodes des intégrales de pre- 


mière et deuxième espèces quatre relations différentes, que nous allons 
réunir, vu de leur importance, dans cette table: 


? 
À 

2 nt Te Oinig) a 0, (1) 
p | 

2 Puy FN ON (I) 


p | 
a) i ; : 
2 (din — Sfar) = 2ni, (II) 


P 

Ù , 1 ' 1 

Zu, Te Oing) =0. (IV) 
86. À l’aide de ces relations il est aisé de calculer le déterminant 

d'ordre 2p, dont les éléments sont les périodes des intégrales de première 

et deuxième espèce, savoir: 


Pas Oir- Nar Vos Nr Pot 
io yo Mo om + - 0e Le 
Nip Vip L7 ap AGREE Npp Opp — À (1) 
! I a aid 
Ni 11 Mes Var + er A : 
' ! 1 1 
Mag Via Mon pe + » “Ms La 
’ a ! W. ! ©’ 
rs ip Nop e Ar N Npp pp 


*) Par la méthode de Weierstrass, donnée dans ses leçons sur la théorie des 
intégrales abéliennes. 
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qui est en même temps le déterminant du système de 2p équations liné- 
aires (6) $$ 81 et 82, lorsqu'on y considère comme inconnues les inté- 


grales I, et II, (4—1,2,3,...p). Effectuons p fois la permutation circu- 


laire des lignes horisontales: cela introduira le facteur EEA Oal 


=(— 1)”; puis transposons entre elles les colonnes verticales de chaque 
paire l-re et 2-me, 3-me et 4-me,...; c’est ce qui introduira encore 


une fois le facteur (—1}, qui avec l’autre donnera En" =-1; main- 
tenant multiplions les colonnes de rang pair par —1; cela introduira de 


nouveau le facteur (—1}”, ainsi qu’on aura: 


/ 


! I ! r 
O ou ne Mons S EA Ee 
n nN I 1 Par! R EN 
ue r Tec BAR E p2 
| I LA 1 j ! t 
| © +, W TFI Re — 
(2) | dip Nip 2p Noy Pp Nap =(—1)”A 
a Una "Ten WE ARE Mr TE 
dei EL De au CN he À 
| 
o ip 1 ip Oz ~na Ra A à Opp TT o | 


En multipliant les déterminants (1) et (2) d’après la règle connue, on 
aura en vertu des formules (1) — (IV) du $ précédent: 


MC PONT LE XV Eee : 

RO di Ge OL 7 00 

RS RL PES ME HR ue 

| Eae ip 
(3) E A OR PR RO 1) 

A ae Op SL RAR i 

Se RER ME CO VOA QUR 


ou, le déterminant se réduisant au terme principal : 


(4) - (—1)"(2xi)*—(—1)"4?, 
d'ou l’on tire 
(5) A— +(9ri)". 


87. Le déterminant du système des 2p équations (6) $$ 81 et 82, 
linéaires par rapport des intégrales de première et deuxième espèces 


I, et II, (k=1,2, ... p), étant ainsi différent de zéro, le système pourra 


0 To 
être résolu par rapport à ces intégrales; c’est ce que nous allons faire 
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par la méthode des multiplicateurs indéterminés. À cet effet nous mul- 
tiplierons les équations 


rP fa e z . 
Mnal, Ti on I, | =, Y; Los Yo) (1) 
par Àm, et les équations 
Sul, AN A, 


par —À}n, et après les avoir ajouté, en prenons la somme par rap- 
port à A de 1 à p; en changeant l’ordre des sommations par rapport à 
h et à k, on aura: 


SET 
2 À Conan — À pq) - I, -Sapo kho k CAE AE 


=8(z Y; Los Yo); 7 (2) 


NR (3) 
=2 |in ne y; Los Yoh— À ne (z, Y T 0? w 
Si l’on veut avoir d'ici l'intégrale fa on doit poser: 
p | | 
2 an cs A y )=0, (k Æ g9) (4) 
ON Son? gh Ayn 1) 3 1, (5) 
\ ` 
À W mm? nm) 0, (6) 


d'où l’on aura les valeurs de àn et Am. C’est ce qu'il est aisé de faire 
en vertu des relations (I)— (IV) du $ 85. Pour trouver À,; multiplions 
les équations (4) par ©, (5) par w,;, (6) par —",; et ajoutons les 
produits reçus pour k=1, 2,...p; en ordonnant le résultat suivant les À, 
nous aurons: 


; | 
Las à Gus — Oy) — Àgh Zu me ou) | TOs (7) 


= 


c’est ce qui se réduit d’après (I)—(IV) $ 85 à celle-là: 


— Àj(— 2%) =0,;, (8) 
d’on l’ou trouve: 
$ 1 
N= a Vi - : (9) 
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Pour trouver À, multiplions les équations (4) par w,,, (5) par œ., (6) 


par aa A et ajoutons les produits reçus pour k=1, 2, 3...p; en 
ordonnant le résultat suivant les à, on aura: 


p p ps 
\'}/.: ’ ' \! ' ' Hi R 
(10) 2 k,, 2 (ant — On) — Xi 2 Can — OaM) a: 


w 
et cela se réduira d’après (I)—(IV) $ 85 au suivant: 
(11) | EVA NE A 
d’où l’on trouvera: 
(12) V —-Lw 


d 2ni gd’ 


En portant les valeurs de À, et à, de (9) et (12) dans légalité (3), on 


aura lexpression cherchée de l'intégrale de première espèce par les 
fonctions Q(x, Y; £o Yo), et Q(X, Y; Lo Yo), : 


SA : y 
(13) L= Alot, Yi; Los n — o,2 (x, Y; Lo; Yo), | 

Si l’on veut avoir l'expression de l'intégrale de deuxième espèce 
IL, par les mêmes fonctions, on doit déterminer les facteurs indéterminés 
To 


À et À par les équations: 


rP 
ba 1 ! 
(14) PACA — À y) = 0, 
p 
(1 5) PAON 3 pi Apn2 pn) =0 ? (k + 9) 
à E 
DT Re MAE 
(16) PAU ko) dE 1. 


Pour trouver À multiplions les équations (14) par w,,, (15) par —n,,, 
(16) par —1,; et ajoutons les produits reçus pour £—1,2,...p; en or- 
donnant le résultat suivant les À, on aura: 


p f p p 
Q f , ! ee a 
(17) 2 |en PAUMO z Ory) IE Ayn Zu, ia Oy) ) = y 


cela se réduira d’après (I)— (IV) $ 85 au suivant: 


(18) — à, (—92ri) =", 
d’où l’on trouvera 

1 
(19) Li Dei ej 
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Pour déterminer À, multiplions les mêmes équations respectivement par 
as S —",; et ajoutons les produits obtenus pour AE E 
après avoir ordònné le résultat suivant les à, on aura: 
p? Í ; £a ; p ; } pi ; | 
2 Zu — Owy) Ayn PAUMO — Oy) | oo (20) 
ce qui se réduira d’après (II)— (IV) § 85 à celui là: 
kye mi = 1, (21) 
d’où l’on trouve: 
JT A (22) 
En portant les valeurs de À, et À; de (19) et (22) dans l'égalité (3), 


z 
on aura lexpression cherchée de l'intégrale II, de la deuxième espèce 
Lo . 
par les fonctions Q(£, Y; £o, Yo), et Q (L,Y; Zos Yo), 


T ? 


1 j , ' 
H, FF midi Ne, y; Los Yo), STAA Np L (x, Y; Los You A (23) 


To 
Les formules (13) et (23) font montrer très bien la périodicité des 
intégrales de première et deuxième espèces: si le point (x,y) décrit la 
courbe fermée À, dans le sens positif, toutes les fonctions Q, et Q, re- 
prendront leurs valeurs initiales, exceptée la fonction Q'(£, Y; £o, Yo), qui 
recevra l'accroissement — 2x, car le point (x,y) passera de l’extérieur à 
l'intérieur de la courbe fermée correspondante B, d'où résulteront pour 


£ zx 
les intégrales I, et A les accroissements w, et n, respectivement; si le 
0 


To 
point (x,y) décrira dans le sens positif la courbe fermée B, toutes les 
fonctions Q, et Q', reprendront leurs valeurs initiales, exceptée la fonc- 


tion Q(L, Y; £o Yo),, qui recevra l'accroissement +27i, car le point (x, y) 
passera de l’intérieur à l’extérieur de la courbe À,, doù résulteront 


pour les intégrales I, et II, d'après les formules (13) et (23) les accrois- 
sements respectifs w, et 1,- 


Si l’on passe de l’un point quelconque de la ligne c, au point vis-à-vis 
à l’autre bord de cette même ligne par une ligne qui ne rencontra aucune 


p p 
des ligne À, et B,, alors chacune des fonctions Q, et Q, reviendra à 
1 1 


sa valeurs initiale d’après les §§ 81 et 82 et d’après -les formules (13) 
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et (23) la même chose en résultera pour les intégrales L et II; le. mo- 


dule de périodicité par rapport à ligne c, est donc égal à zéro. 

88. En portant les valeurs des À et À des équation (9) et (12) du 
§ précédent dans les égalités (4), (5) et (6) et des équations (19) et (22) 
dans les équations (14), (15) et (16) du même $, on aura des relations 
suivantes entre les périodes des intégrales des deux premières espèces: 


ý f 
(1) 2 (nu GE. ® pl) =0, 
A 2 ! ' ; 

(2) 2 DU Fr Ogn) = 2ni, 
"ER ge 

(3) 2 (nu — onL) = 0, 
d ! t 

(4) 2 Fo en — My) =O, 
“FORT f 

(5) 2 Mein — Nu) = 0, 
| RAR 

(6) 2 On D, ny) sp 2m, 


dont les deux dernières ne diffèrent pas essentiellement de (1) et (2) 
respectivement, tandis que les autres présentent des relations nouvelles. 
Les deux premières ressemblent respectivement les équations (II) et (III) 
du $ 85, mais en diffèrent en ce, que la sommation s'effectue ici suivant 
le second indice, qui se rapporte à la courbe de l'intégration, tandis que 
dans les formules citées du $ 85 la sommation s’effectuait suivant le 
premier indice, se rapportant à l'intégrale du système fondamental. La 
formule (3) a été reçue par Riemann *) d’après le théorème de Cauchy, 
en intégrant l'expression 


(1) L'el, 


suivant le contour de la surface élémentaire 7”, en quelle se transforme 
la surface de Riemann par les coupures faites suivant les lignes 4, B, C, 
(h=1,2,...p) [§ 16]. L'expression (7) reste toujours finie à l’inté- 
rieur de cette surface élémentaire, pourquoi l'intégrale prise suivant 
son contour dans le sens positif, par exemple, d’après le théorème 
de Cauchy sera égale à zéro; d’un autre côté, cette intégrale pourra 


*) V. Riemann, B. Werke. 2. Aufl., S. 131. (Theorie der ,Abelschen Funk- 
tionen, § 20.) 
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être décomposée en une somme des intégrales, se rapportant à cha- 
cune des lignes A, B,, C, (h—1,2,...9p), dont chacune est suivie 
une fois dans le sens positif, l’autre dans le sens négatif. Quant à la 


A 


; d A 
fonction a I, — elle aura les mêmes valeurs sur les deux bords de 
To 


chacune de ces lignes, étant uniforme sur la surface de Riemann; la 


z . 
même chose est à dire des valeurs de l'intégrale I, (comme aussi des 


To 
autres intégrales fondamentales de deux première espèces) sur les lignes 
C,, qui seront les mêmes sur ses deux bords, le module de périodicité 
étant égal à zéro sur ces lignes d’après le $ précédent, en vertu de quoi 
les intégrales relatives aux lignes C, donneront en somme le zéro; sui- 
A 
vant la ligne À, au contraire les valeurs de l'intégrale I, à droite de 


T, 
cette ligne sont plus de Dy qu'à gauche d'elle aux points vis-à-vis, Car 
on passe de l’un côté à l’autre en suivant pendant l'intégration la ligne 
B, dans le sens négatif; parconséquent la somme des deux intégrales, 
se rapportants à cette ligne 4, sera égale à 


A w 
5 J opal G P iha (8) 


0 
(A W 


zx 
suivant la ligne B, l'intégrale I, a des valeurs moindres de ©, sur le 


Lo 


côté droit de cette ligne, qu'aux points correspondants de son côté 
gauche, que l’on suit le premier pendant l'intégration, car on passe 
de ce côté à l’autre en cheminant le long À, dans le sens négatif; 
parconséquent les intégrales se rapportants à la courbe B, donneront en 
somme : 


à æ 

i? ' 

— o nd Ta: (9) 
0 


(B) 


En ajoutant les égalités (8) et (9), en sommant ensuite par rapport à 
h de 1 à p, on aura le premier membre de légalité (3) de Riemann. 

De la même manière on peut recevoir les formules (1) et (2). Pour 
la première on n’a qu’à intégrer suivant le contour de la surface élémen- 
taire T" l'expression: 


LA d w 
I, dx i: (10) 


les mêmes considérations nous conduisent au premier membre de l’équa- 
tion (1) (changé du signe); quant à son second membre on le reçoit, en remar- 
quant, que les deux facteurs de l'expression (10) restent partout finis, excepté 
le point (a,,b,) pour le premier facteur, qui y devient infini œ' comme 
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Fi (ay bz) 
LT — y 
égal à zéro 0! comme z—a, pour z—a,, le produit reste fini même en 
ce point; l'expression (10) restant partout finie sur la surface de Riemann 
T', son intégrale, prise suivant le contour de 7” est d’après le théorème 
de Cauchy égale à zéro. — On supposait £-=g; lorsqu'on a k=g, alors au 

point (a, b,) le premier facteur devient infini comme 


(11) 


our æ=a@,, et l’autre égal à 
g D 


pour æ-—a,; mais au même point le second facteur devenant 


i ! 
21027) 


LT—0 
g 


1 

(12) RUES à 

F,(a,, b,) 
l'intégrale considérée, pouvant se réduire à l'intégrale autour du point 
(a,,b,) suivant un cercle infiniment petit, aura pour sa valeur —2xi, vu 
que ce point est à droite du chemin d'intégration; c’est ce pourquoi on 
aura l’équation (2), changé du signe. 

En intégrant l’expression 

r d T 
suivant le contour de T’, on arrive de la même manière au premier 
membre de l'équation (4); quand à son second membre, on trouvera de 
cette manière sa valeur. A l’aide de (6) $ 79, on aura: 


œ d æ Éd d v p œ d £ 
(14) iihi, + à e IL ae Le 

Lo £o To To Juse To To 
en intégrant, d’après (1) et (2) qui sont déjà démontré, on aura: 
(15) j PaL- | Halde o. 

PU To To (7j To Lo 


d’après la même formule (6) $ 79 on aura: 


z cai a Ri æ p a g œ 
0 z | ) 
(16) PE eR Malt Sc, [Lai 
À di Res OS E T O Diet PRE RS R 
Le premier terme à droite est nul, car au point (ay, by) le premier fac- 
teur devenant infini comme (11), l’autre s’annulant comme (x—a,) pour 
x—a,, la fonction à intégrer reste finie en ce point; au point (4,,0,) 
le premier facteur restant fini et l’autre devenant — ©? comme 
Fy (ax br) 


(— a)? 
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pour +—a,, le résidu est nul. Quant à la somme, tous les termes, où 
JÆk, sont par la même raison égaux à zero; il ne reste à considérer 
que l'intégrale 


J iai. 


(T') o 


Pour le trouver, remarquons que la fonction: 


d r r 
EX it) (17) 
wa qu'un seul infini double au point (a,,b,), en y devenant =œ? comme 
1 
Ep: ee 


pour æ—a,; donc on aura 
JS (LE) de (19) 
(7') Xo To 


mais comme on a 
a (IE) = a+ LL, (20) 


on aura, en intégrant cette des suivant le même contour, en vertu 
de (19): 


E A kate RNS? al. (21) 
cr) To To (T) % Tå 
d'où l’on tire, en ayant égard à la valeur trouvée plus haut*) de la 
deuxième intégrale: 
J La M= 275. (22) 
(T') % Lo 


En portant cette valeur dans (16), on aura —2#i.c, pour celle de 


l'intégrale de son premier membre, laquelle étant mise dans légalité (15), 
nous donne: 


EL > (— Car + Cro) 2ri—=0 (23) 


( T ) Lo To 


en vertu de (19) § 69, parquoi l'équation (4) est aussi démontré par la 
méthode de Riemann. 


TOUN ? 
; € yb 

*) Dans le cas plus générale de Pintégrale II4. p \Ÿ y 
To Ÿ À Ve 

j <\ y 
P + 
XÑ r 
Or 
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89. La fonction Q(x,y;x,,Y,),, définie par l'équation (8) $ 81, en 
chaque point de la surface de Riemann possède une infinité des valeurs, 
qui diffèrent l’une de l’autre par un multiple de 272, et est finie sur 
toute la surface de Riemann à l’exception des points fondamentaux 


P 
(a,,b,), où elle devient infinie: œ', comme l'expression (9) du même $. 
1 


Si l’on prend cette fonction pour l’exposant d’une puissance du nombre e 
(la base du système naturel des logarithmes), on aura une fonction trans- 


. cendante: 


H E(x, Y; Eo, Yo), = e C5 Yi Los Yo, 
i i : +2gzi 
qui sera uniforme sur toute la surface de Riemann, car on a e ES À 
p 
partous finie et différente de zéro à l’exception des points (&,,b,) qui 
1 


en seront des points singuliers essentiels (wesentlich-singuläre Stellen, 
Weierstrass), car elle y prendra toute valeur, grâce au facteur 


F(a; b,) 
(2) e kh T — A, 


, 


qui s’en détache, si lon développe la fonction Q, en une série suivant 
les puissances de x—a,, convergente dans le voisinage de ce point 
[(9) § 81]; pour x —2x,, y —Y, elle devient égale à l’unité, son exposant 
Q(x, y; to Yo), devenant égal à zéro: | 


(3) E(2, y; £o Yo)| =]. 


T= Los Y—Yo 


Par ces propriétés la fonction E(x,7;26,%), est définie complètement; 
car soit E (£, Y; £o Yo), une autre fonction pareille, uniforme sur Ja 
surface de Riemann, partous finie, égale à Punite au point (£o, Yo), et aux 
p 
points (a,,b,) caractérisée par le facteur (2); alors le quotient 
à 


E (£, Y; o, Yo) 
(4) E (2, Y; %o; Yo), 


sera. une fonction ‘finie et continue sur toute la surface de Riemann pour 
m n p 

F(x, y)=0, même aux points (&,,b,), car le facteur (2) disparait du 
1 


quotient (4), quand on remplace ses deux termes par leurs développe- 
ments, ayants lieu au voisinage de ce point. Mais alors ce quotient est 
une constante *), qui ne peut être que l'unité, car il prend cette valeur 
au point (2o, Yo). C’est ce qu'il fallait démontrer. 


*) V. la première note marginale du $ 57. 
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De même, en prenant pour l’exposant d’une puissance du même 
nombre e la fonction Q(z, Y; £o, y,), définie par l'équation (7) $ 82 et 
qui possède les mêmes propriétés que la fonction Q(z, y; £o, Yo), on aura 
une nouvelle fonction: 


Q(z,Y Lo, 4 
Ex, Y; To Yo), = € : i i (5) 


de même uniforme sur toute la surface de Riemann, finie et différente 
P 

de zéro partous à lexception des points (&,,0,), qui en seront les points 
1 

essentiels, car grâce au facteur: 


, Flarn bn) 
Tres py 
E. (6) 
qui s’en détache après le développement de l’exposant de e en une série 
convergente au voisinage du point (a, b,), elle y prendra toute valeur; 
au point (£ Yo) elle deviendra égale à l'unité: 


E"(e, Y; o, Yo), =1. (7) 
(8 = Los Y = Yo 

La fonction E'(£, Y; £o Yo), est complètement déterminée par ces 
propriétés; c’est ce qu’on démontre de la même manière que pour la 
fonction (1). 

Il y a en tout 2p fonctions de la forme (1) et (5) qui différent 
entre elles par les facteurs (2) et (6), où À — 1, 2,...p, qui s’en détachent 
aux points singuliers essentiels pour la même valeur de Pindice k, se 
rapportant au point singulier considéré. Weierstrass les a nommé fonc- 
tions primaires (Prim-Funktionen), de première espèce — ajoutons-nous, 
car nous rencontrerons encore d’autres fonctions, qui portent le même 
nom. La fonction plus générale de même espèce, qu’on aura, en prenant 
pour l’exposant de la puissance du nombre e la fonction plus générale 
Q(£, Y; £o Yo) qui se rapporte à un chemin fermé quelconque, et que 
nous désignerons ainsi: 


> O(x, Y; To, 1 
E(&, Y; £o, Yo) =e ss TA (8) 


en vertu de (1) § 83 se décompose en produit de puissances positives 
ou négatives des fonctions primaires, considérées tout à l’heure: 


nh 


Re 3 g i my à 
E(x, y; Lo; y)=[] (E(a, y; Lo, Yo),) s (E (z, y; Lo; 1h) d (9) 


M. TIKHOMANDRITZKY. 12 
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Weierstrass a démontré de plus, que toute fonction E(x, Y; £o, Yo), 
uniforme sur la surface de Riemann pour F(x,y) — 0, finie, différente de 


Ps . , 
zéro et continue à l’exception des points (a,,b,), qui seront pour elle 
1 


` 


des points singuliers essentiels à cause du facteur, qui s’en détache au 
voisinage de ces points, de la forme 

f F, ri ap, b,) 

( l 0) " Cr sa 

pour le point (4, b,), n’est que la fonction E(£, Y; £o Y,), définie par 
l'égalité (8), les constantes c, se réduisant absolument à des fonctions 
linéaires des périodes des intégrales de première espèce à coéfficients 
entiers. Pour démontrer cette proposition de grande importance, remar- 
quons avec Weierstrass que la dérivée logarithmique d’une telle fonction, 
multipliée par F (x,y), étant uniforme sur la surface de Riemann, 


finie et continue à l’exception des p pôles du second ordre CA os) où 


elle devient infinie en vertu de (10) comme: 


Fay b) F (£, y) 
(11) TELE” r aF 


pour =Q, y =b, sera, en vertu de la proposition de $ 40, une 
fonction rationnelle de (x,y) et adjointe, qui par la même raison qu’au 
$ 67 pourrait être représentée en fonction linéaire des fonctions adjointes 
des deux premières espèces seulement; on aurait donc: 


: LR ANS m—2 n—2 
(12) D, log E(x, Y; £o Yo) = D,E, sti 2Y )): 


en comparant les coéfficients du terme avec ' dans les développe- 


z — t) 
ments des deux membres de cette égalité, on trouve de suite en vertu 
de (11) et de la formule (5) § 61, appliquée en vertu de (21) § 69 aux 
fonctions considérées de deuxième espèce: 


. (18) KSE 
En changeant pour plus de symmétrie p, en c, on pourra écrire léqua- 


tion (12) de cette manière: 


m—2n—2 \ 


P/a 
(14) D, 10g E(+, y; £o, Yo) =D (re Y) — C$ A Ty )) ; 


en la multipliant maintenant par RE intégrant suivant les 
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courbes A, B,,(&—1,2,...p), on aura le système suivant de 2p équations 


? ? 
linéaires en c, et c,: 
1 1 


p 
2q,7i =2 (en — Co); (15) 
. £ ! FE 
2 gr RF D (Cra A (16) 


(pour k= 1,2,3,...p), 4, et g, étant des entiers, car le logarithme d’une 
fonction uniforme, comme l'est E(£, Y; £o Yo) d’après notre supposition, 
ne peut recevoir autre valeur après le retour de (x,y) au point de dé- 
part que celle, qui diffère de la primitive d’un multiple de 27 Pour 
trouver ©, multiplions l'équation (15) par D ps l'équation (16) par — ©; 


et prenons après cela la somme de toutes ces équations pour k= 1, 2, 3,...p; 
nous aurons en vertu de (1), (2), (3) de $ 88: 


P 
= Do Ro) (17) 


c’est ce qui démontre notre propeen: On trouvera de la même ma- 
nière, que 


r 
=È pa g) s (18) 


On voit que c, et c, ont la forme (3) et (4) § 83; ce sont donc les 
périodes correspondantes des intégrales de première et de deuxième 


espèces. En intégrant (14), après lavoir multiplié par Pig de (£0:Yo) 


à (x,y), et en passant du logarithme au nombre lui-même, on aura pour 
E(x, Y; Lo, Yo) Une expression analogue au (8) en vertu de (2) § 83. 


90. En prenant les logarithmes, on tire des équations (1) et (5) 
du § précédent: 


(2, Yi Los Yo), = log E (x, Y; Lo Yo), (1) 
D, Y; Los Yo), = 108 E'(T, Y; Lo, Yo)y (2) 


En portant ces expressions dans les équations (13) et (23) $ 87, 
nous aurons les expressions des intégrales de première et de deuxième 
espèces par les fonctions primaires de la première espèce: 


== 


1 Qi, 
L=:2 o n 108 E (£, Y; Eo, Yo), — Vpr 108 E (T, Y; Lo, whl, (3) 


i 1 & At 
IL, s= ozi $in 1108 E (£, Y; £o, Yo), — Np, 10g E (£, Y; sorod). Ufi) 


12* 
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Par les mêmes fonctions primaires de la première espèce et par les 
fonctions primaires de la deuxième espèce s’expriment aussi les inté- 
grales de troisième espèce, comme nous le verrons au $ suivant, et les 
fonctions algébriques, uniformes sur la surface de Riemann pour 


F(x, y) =0, comme on le verra dans le chapitre suivant, et parconsé- 
quent l'intégrale de la deuxième espèce avec le paramètre (£, ÿ:), qui se 
réduit à l’aide d’une fonction algébrique uniforme sur la surface de Rie- 
mann considérée, aux intégrales fondamentales de deuxième espèce d’après 
la formule (7) $ 77. 

91. On tire de l’équation (13) $ 79: 


E E E g 

(1) I, SE, + DL, 10,1): 
A K==1 $: Zo & Lo 

posons maintenant: 

E E 
rit “ý dk 2 E- £ 
(2) ma T) Eaa Ve Ur bde y T SC Y Los Yo |E, Yei Eor Ye). 
k = 1 F Eye) Fe 


0 


Cette équation définit une fonction de (x,y), qui sera uniforme sur 
la surface de Riemann, tant que le point (x, y) ne passe pas par la ligne 
d'intégration allant du point (ĉo, Yg ) au point C, y); sur la ligne 

0 


d'intégration elle même le point (x,y) ne peut pas se trouver, car alors 
l'intégrale n’aura pas de sens; il faut alors, en intégrant, le devier sui- 
vant un demicercle infiniment petit, en le laissant du côté droit ou du 
côté gauche de la ligne d'intégration, et il en suivra alors, comme en 
$ 81, qu'à gauche de la ligne d'intégration la valeur de la fonction 
sera moindre de 272 qu’à sa droite, de sorte que (x,y) traversant de 
gauche à droite cette ligne, notre fonction reçoit l'accroissement brusque 
de +271, et — 2v4, si (x,y) la traverse en sens inverse, c’est-à-dire de 
droite à gauche. Aux extrémités de la ligne d'intégration la fonction 
devient infinie: au point (é, VA) comme 


(3) — log € — x) | | 
Fe 3 
et au point (to, Y; ) comme 
(4) +log t=) o; 
Ei: 


= 0 
p 
au point (% =Z, Y =Y) elle devient égale à zéro et aux points (@,,b,) 
1 


à linfini du premier ordre: œt. En effet, pour le point (x,y), situé au 


www.rcin.org.pl 


§ 91. Chapitre IV. 181 


voisinage du point (a,,b,), on aura d’après (7) § 60, (4) § -61 
et (5) § 58: 


. m—2 n—2 
p ; e" 1 Pp R b : PE, Ye) 
à , . n = — a a . h p R e E EEF 
sa 6 Ye a NS a, malan Di Gas Bas o o b Yep o ++ En D FE, y) 
aliy m—2 n—2 (5) 
ao | Fe b;) ZE _q{a AL S Ye ) 
RP EL RE à a ae AFE Vs) 


[en comprenant, dans le second terme, le facteur constant F(a, b,) sous 
le signe P(a, —x)]; en multipliant cette égalité P! d et en intégrant 
«à éo à &, on aura d'ici: 


m—2 n—2 
p di Jon wj] Pa E, Ye) 
b Po Si $ 2) ——d&, (6 
fr aHa here iii fau FE, y) ai 


d’où il suit que pour x—a,, y=b, notre fonction devient infinie: œt, 
comme 
F (a + | 
yY kh k 
AUS , (7) 


= 


le second terme de légalité (6) étant fini pour æ—a,. À 

Comme le point (x, y), grâce à la connexion multiple de la surface 
de Riemann peut autant de fois, qu'on voudra, passer à travers de la 
ligne d'intégration dans le même sens, on en conclut, que la fonction 
Q(z, y; %o,9% | 6, Y5 Eos Y) aura en chaque point de la surface de Rie- 
mann une infinité des valeurs, différentes entre elles par des multiples 


de 27i. Si Pon prend maintenant cette fonction pour l’exposant d’une 
puissance du nombre e, on aura une fonction nouvelle: 


| Q(T, Y; Lo, Yo | E, Yes Eos Yg ) 
E (£, Y; Eo, Yo |E; Yz Eo» AE ( o Yo | $, Vs ; Eo) (8) 


m n 


qui sur toute la surface de Riemann pour F(x, y)=0 sera uniforme, 
? 

finie et continue à l'exception des points (a,,b,), qui en seront les points 
1 


singuliers essentiels, car en développant l’exposant en une série suivant 
les puissances de æ—a,, convergente au voisinage du point (a,,b,), on 
faira s’en détacher le facteur: 


Fylte wi rA 


e 5 
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grâce auquel elle recevra toute valeur en ce point, —et du point E, Y), 
où elle devient infinie: œ' en vertu de (3), car on a 


Ps | ea 
(10) $ og (£ LS 1 


&—æx? 
au point (£, Y ) elle devient égale à zéro: 0! en vertu de (4), car on a 
D 


log (o — 
(11) Rail £) 


au point (2, Yo) elle devient égale à l’unité, l’exposant dans la formule 
(8) s’annulant en ce point: 


`> 


EJ £ = Los Y = Yo 


(12) E (£, Y; Los Yo | E Yes Eos Ye ) =1. 


Cette fonction s'appelle la fonction primaire de deuxième espèce: 
elle a un seul zéro [au point Co Y; )], un seul infini [au point (¢, y.)], et 
p á 
p points singuliers essentiels (a,,b,). Par les propriétés énumérées elle 
1 


est définie à un facteur primaire général de première espèce près. En 
effet, soit 


(13) E (£, Y5 Zos Yo |E, Yes Eos Yg ) 

une autre fonction qui, étant uniforme sur la surface de Riemann, a un 
zéro au point (to, Ye), un infini au point (6,92), p points singuliers 
essentiels (a, b,), caractérisés par des facteurs du type (9), et qui devient 
égale à l'unité au point (£o, Yə); le quotient 

Ei(e, Y; Los Yo | E, Yes Eos Yg ) 


E (x, Y; Los Yo | ë, Yes So Yg ) 


(14) 


sera une fonction uniforme sur la surface de Riemann considérée, sans 
? 

zéros et sans infinis, mais avec les p points singuliers essentiels (a,, b,), 
1 


car au point (&,,b,) le quotient des facteurs du type (9), l'un du numé- 
rateur, l’autre du dénominateur, se réduira à 
Fan bn) x 


a k 
£ ak 
L 


(15) 


€ 


les intégrales I,, comme ayant les mêmes limites, ne pouvant différer 


F jm UT 


- 


entre elles que par une fonction linéaire des périodes, à coéfficients 
entiers, c’est ce qui est ©, d’après (3) $ 83, et qui devient égale à l’unité 
au point (£o Yọ); ce quotient ne sera donc autre chose, que la fonction 
E (2, Y; £o Yo), définie par légalité (8) § 89, cest ce qu’il fallait démontrer. 
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92. En prenant les logarithmes, on tire de légalité (8) du $ pré- 
cédent: 


Q(z, Y; Los Yo | CA Yes Eo, Y ) 77 log E(x, Y; Los Yo S Y; fji Y; ); (1) 


en le portant dans l'égalité (1) du $ précédent, présentée d’abord, d’après 
(2) du § précédent, sous la forme: à 


æ Pp € £ E æ) 
Ur: KT Q (z, Y5 Lo Yo | $; Y; Sa Y. ) 2 j k ; Il, — II, : Li a (2) 
Lo S So k=1 \ E To Eo mo 
on aura: 
a 0 R 3 w k: 
MI; Ep — = log E(x, Y Los Vo | ë, Y3 £ So: Ye) +2 | Il Red rf? (3) 
To k—1 A FR, A zo 


la première de ces formules donne l'expression de l'intégrale de troisième 
espèce par la fonction Q, la seconde par la fonction primaire de la 
deuxième espèce, pour laquelle les paramètres de l'intégrale sont: le 
premier (5, VA) l'infini, le second (Eos Y; ) le zéro.— Si l’on porte ici aulieu 
des intégrales 1, et 1, leurs expressions par les fonctions primaires de 


la première espèce, tirées des formules (3) et (4) § 90, on aura: 


Ur: 5,5, 5 log (x, Y; So Vo E, 925 Eos Ys ) + 


) 3 € E 
| age: p < 
an ri D È (nul o, Il À log E(x, Y; Pos Yo); — (4) 


—ÿ (ul JÆ DE i) log E'(£, Y; £o, nhi : 


Les coéfficients des logÆ(...), et log E(. ..), dans cette formule peuvent 
être aussi exprimées par les fonctions primaires de première espèce. En 
effet, à l’aide des égalités (1) et (2) § 90 on pourra représenter les 
équations (6) § 81 et (6) § 82 de cette manière: 


p x _æ 

LogE (a, y; to, yo), = 2 (Ma li ou L); (5) 
p £ £ 

log E(x, Y; £o, v), =2 (nin L— o; I) ; (6) 


en changeant dans ces formules (x,y) en (£,y.), puis en (ĉo, y; ), et en 
ý 0 


retranchant le dérnier résultat du premier, on aura: 


E(É, s Yti Los Yo), 
Eu à i ia, Ï L)= 13 log E (Eo, Yg ; 3 Tos Y) (7) 
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p 


E E 
(8) > (a #7 ll) — log 


k=1 


E'(E, Yg; Lo; Yo), 
E"(E Yg Los Yo), ; 


En portant ces expressions dans l'égalité (4), on aura l'expression de 
l'intégrale de troisième espèce par les fonctions primaires des deux 
espèces: 


Mg g, = log E(£, Y; Los Yo ÌE, Ygs Eos Ve) + 


1 E"(E, Ygi To» Yo), 
GO) HAE EG, Ve 5 Enyo), 28 F O V5 Pos Yodi — 


ya 


E(Ẹ, Yg; Lo; Yo), E 
TEE, yi anyo), 28 O95 o Yoa f- 


Il est indispensable de rappeler, qu’on entend sous le log dans toutes 
ces formules celle de ses valeurs, qui s'évanouit, lorsque la quantité 
située sous ce signe devient égale à l’unité: c'est alors seulement que 
ces expressions sont tout à fait déterminées. 

On tire des formules précédentes les diverses expressions des pé- 
riodes de l'intégrale de troisième espèce. Si l’on fait le point (x, y) décrire 
la courbe fermée À, dans le sens positif dans les égalités (4) et (9), on 


aura, en retranchant du résultat reçu les mêmes formules à l’état pri- 
mitif, les égalités suivantes: 
EE, Ye Los Vo), 


0 — — —— . 
© E(Eos Yg 3 Los Yoly’ 


) E 3 
0 E 
(10) ie +2 (%, ir Mg 1) og i lo 


si l’on fait décrire le point (x,y) la courbe B, dans le sens positif, 


on aura: 

0 ? E 3 E'(E, Yg; Los Yo) 

Spe j — D. = -L a a 

(11) m; Eo +2 A y1) ; log E'(&, VE > Lo, Yo), 
car en suivant le chemin À,, on passe du côté extérieur au côté inté- 
rieur de la ligne fermée B,, et parconséquent l'accroissement de log 
E(...), sera égale à —27zi; en suivant le chemin B,, on passe du 
côté intérieur de la ligne À, à sont côté extérieur, parconséquent l’ac- 
croissement de logÆ(...), sera égale à 272. En outre le passage du 
point (x,y) à travers de la ligne de l'intégration [formule (3)] donne le 
2p+ 1-ième période de l'intégrale de troisième espèce *), savoir: 


(12) Art. 


*) On le nomme le période polaire. E. Picard. Traité d'Analyse, T. II, p. 392. 
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Les périodes de l'intégrale normale de troisième espèce s’obtiènnent 
sans difficulté des dernières formules du $ présent. D’après (12) 
$ 79 on a: 


p & 
ii S HART - 13 
apos a,” Ep 2 & 4) ( ) 


donc d’après (10) du § présent (première forme) on aura: 


FRE EA 
E 14 
ae Èu, (4) 


De la même manière on trouvera d’après (11) du $ présent 


M; 
(B,) S, Es 


hib E 
DANA i (15) 
k=1 A 


Nous désignerons quelquefois ces périodes par ©, et &,, ainsi qu’on aura: 


r, =M; (16) 
L (4) » *0 
j = . 17 

6, Île ( ) 


Dans ce qui précède, nous avons exprimé par les fonctions primaires 
de première et de deuxième espèces les intégrales abéliennes de toutes 
les trois espèces d’après Weierstrass; dans le chapitre suivant nous 
montrerons d’après lui, que toute fonction algébrique, uniforme sur la 
même surface de Riemann, s’exprime aussi par les fonctions primaires: 
de là on aura de soi-même le théorème célèbre d’Abel. 


*) Vu que I, =, 
(4) ky 
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Expression d’une fonction rationnelle de (x, y), uniforme sur la 
surface de Riemann, par les fonctions primaires. 
Théorème d’Abel. 


93. Nous avons montré dans le $ 51 de quelle manière peut-on 
déterminer une fonction de (x, y), qui deviendrait égale à co! aux m points 
donnés de la surface de Riemann, à quoi il reste encore M—p +1 
des coéfficients indéterminés, par rapport auxquels cette fonction sera 
linéaire et homogène. De ces coéfficients m—p peuvent être déter- 
minés de manière, que la fonction devient égale à 0! en m'— p points 
de la surface de Riemann, donnés arbitrairement; le facteur commun de 
tous les termes qui restera encore iudéterminé après cela, se détermine 
par la condition, que la fonction prènne en un point de la surface de 
Riemann, donné arbitrairement, par exemple (£o, Yo) (différent des points 
singuliers et des points fondamentaux) une valeur donnée, l’unité par 
exemple. Sans la dernière condition la fonction sera déterminé à un 
facteur constant près; soit 
(1) 2= 09) 

xæ, y) 
une telle fonction; en posant ici £ = £o, Y =Y» on aura d’après la der- 
nière condition: 
(2) 1=0 UE Yo). 

Llo Yo) ? 


en divisant par cette égalité la précédente, on aura: 


i PSS p(x, y). Y(To, Yo) z 
9 | pr L,Y)” (or Yo) . 


Désignons les m' zéros de cette fonction par 
(4) (a. Yi 4, EL 5...) 


et ses m infinis par 
(5) Cay)  (i—=1,2,8,...m') 
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ces derniers tous peuvent être donnés arbitrairement, tandis que des 
premiers seulement m—yp peuvent l'être, les p restants étant alors 
complètement déterminés, (ou à l'inverse). 

94. D’après le § 91 on peut toujours construire une fonction pri- 
maire de (x,y): 


E(£, Y; £o, Yo Zp Yj Fe (1) 
qui en un seul point (x, Ya) devient égale à zéro 0'et en un seul 


point (x,y,) infinie co! du premier ordre, qui devient en outre égale à 
l’unité au point Hé elle aura, comme nous l’avons vu, p points sin- 
p 


guliers essentiels (a, b) (les points fondamentaux). Après avoir formé 


ug 


m des pareilles fonctions et puis leur produit: 


TI Ele, Y; to, Yo | Lis Vi t Ya)» (2) 


on aura une fonction, qui de même que la fonction (3) du § précédent, 
sera uniforme sur toute la surface de Riemann, deviendra égale à zéro 
0! aux points (4) du § précédent et à linfini ©! aux points (5) de 
même $, enfin à l’unité au point (£o, Ya), comme la fonction mentionnée 
tout à l’heure [(3) $ 93]; Poa le quotient: 


W(x, y). ER ne E | 

TWE ARE A, 3 
Fe ee 0) I] (2, Y; Eos Yo | Bys Yii Aps Ya) (3) 
sera une fonction uniforme, finie et continue sur toute la surface de 
Riemann à l'exception des p points (a, b,), qui en seront les points sin- 


guliers essentiels, car au voisinage de ces points se détachent d’elle en 
vertu de (9) § 90 les facteurs de la forme:. 


F'(a,,0,) ™ Ži 
yN k à 
D o ge. L - (4) 


e A 2, : 


et qui devient égale à l’unité au point (£o, Yo); ce ne sera donc, d’après 
le $ 89, autre chose que la fonction primaire de première espèce 
E(x,y;2,,%,), les sommes 


SI (5) 


se réduisant d’après le § 89 aux fonctions linéaires des périodes de 
l'intégrale avec les coéfficients entiers. (C’est ce qui est déjà un ré- 
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sultat important en soi-même, comme on le verra plus loin). D’où il 
suivra, que 


(6) p(x, y). Y(To Yo) TAN TI 


{1 . 7] . A PYE 
LC, Y) Los Vo) Dee, Y; Los Yo | Zis Yi js A E ACA Lo, Yo) + 


Les chemins d'intégration des m’ intégrales, qui entrent d’après (8) 
§ 91 dans la définition des fonctions primaires E(...|...) de la deuxième 


` 


espèce, sont tout à fait arbitraires; le chemin d'intégration de Pin- 


tégrale, qui entre dans la définition de la fonction E(x, Y; £, Yo), pourra 
être réuni au celui qui entre dans la définition du dernier facteur du 
produit en (7), pourquoi ce facteur se confondra avec le dernier du pro- 
duit, de sorte, qu’en le supposant déjà fait, on pourra écrire la dernière 
formule plus simplement ainsi: 


I i m' 
(7) Han, Srs w =[[ E @, yty! tayan Y), 
où déjà seulement les m—— 1 chemins d'intégration, à l’aide desquelles 
sont définis les m'— 1 premiers facteurs du produit, sont tous 
à fait arbitraires, et celui du dernier facteur doit être choisi d’une ma- 
nière convenable, afin que cette égalité soit juste. 

On voit ainsi qu’en effet toute fonction rationnelle de (x, y), uniforme 
sur la surface de Riemann considérée, peut être décomposée en facteurs, 
savoir les fonctions primaires de la deuxième espèce, répondant chacune 
à l’une des paires, composée chacune d’un zéro et d’un infini de la fonc- 
tion donnée, associés à volonté, et uniformes sur la surface de Riemann 
considérée. — Nous avons supposées différentes seulement dans la notation 


! 


m 


toutes les paires (x,,7,) et toutes les paires (a: Ya), tandis que de fait 
1 1 


quelquesunes des premières entre elles, de même que quelquesunes des 
secondes entre elles, peuvent être égales; dans ce cas dans les séries (4), 
respectivement (5) du $ 93, chaque paire doit être écrite autant de fois, 
qu'il y a d'unités dans l’exposant de son ordre de multiplicité: alors 
dans le cas des zéros et des infinis multiples autant des facteurs à droite 
dans l’équation (8) s’annuleront à la fois, ou deviendront respectivement 
infinis. Il y a une différence ici avec la décomposition en facteurs pri- 
maires d’une fonction rationnelle sur une sphère ordinaire en ce, que les 
facteurs primaires sur la surface de Riemann ne sont défini qu’à un fac- 
teur primaire de première espèce près (voir le $ 91) pour chaque paire 
composée d’un zéro et d’un infini de la fonction donnée, et sont des 
fonctions transcendantes, tandis que dans le cas de p—0 — celui de la 
sphère ordinaire, ils sont algébriques, rationnels. 
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95. Sil'on prend les logarithmes des deux membres de l'égalité (7) 
du $ précédent, on aura, ayant égard aux égalités (2) et (8) $ 91: 


"+ Le 
;4 gn F em og { 


Cette équation exprime le théorème d’ Abel pour les intégrales de troi- 
sième espèce: ,la somme des intégrales abéliennes de troisième espèce 
avec les paramètres (x,y) et (Zə Yo), prises des zéros aux infinis d’une 
fonction algébrique donnée, uniforme sur la surface de Riemann pour 


m n 


F(x, y)=0, est égal au logarithme du quotient des valeurs de cette fonc- 
tion aux points analytiques qui répondent aux paramètres de l'intégrale“. 

La fonction à droite dans l'équation (1), ne dépendant pas des points 
fondamentaux, on aura de même: 


X y). Y (£o, Yo) 


Pa Y) -1E a (1) 


! Ty 


m t 


D FR. #0 0 Le, y) . (0, Yo) | 5 
> je Pan V5 P jo ra Ve) = le V- Uen y| (2) 
ue i 


donc, en retranchant dici la précédente, on aura daprès (12) § 58 
l'équation suivante: 


z Es n—2 40 
$ ,Y =0, 3 
> Jets (3) 


qui exprime le théorème d’Abel pour les intégrales abéliennes de première 
espèce: ,la somme des valeurs des intégrales de première, espèce, prises des 
zéros aux infinis d’une fonction algébrique, uniforme sur la surface de Rie- 


m n 
mann pour F(x, y)=0, est égale à zéro“. 
En particulier on aura: 


; m—2 n—2 4. 
à Î PC Ey) Ev =0, (4) 


ou, plus brièvement: 


Shio (5) 
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Cette équation n’est pas en contradiction avec la valeur, que nous 
avons reçue pour son premier membre au $ 94, en démontrant la for- 
mule (6) du même $, car là tous les chemins d'intégration étaient 
arbitraires, et ici, comme dans la formule (7) du $ précédent et dans 
toutes les formules du $ présent, le chemin dans la dernière intégrale 
ne l’est plus: si l’on veut laisser aussi ce chemin arbitraire, on doit 
ajouter aù son second membre une fonction linéaire des périodes de 
l'intégrale avec des coéfficients entiers, et on aura alors le résultat du 
$ 94. On doit ajouter les fonctions linéaires des périodes des intégrales 
correspondantes aux seconds membres d’autres formules du $ présent, 
si l’on préfère de laisser arbitraire dans ces formules aussi le chemin 
d'intégration dans la dernière intégrale. 

On apperçoit qu’il existe une liaison intime entre le théorème 
d’Abel et la décomposition d’une fonction rationnelle de (x, y), uniforme 


mn 


sur la surface de Riemann pour F(x,y)—0, en facteurs primaires: pour 
avoir la dernière avec toute la rigueur on devait démontrer préalable- 
.ment la proposition sur la somme (5) du $ 94, qui n’est autre chose, 
comme on l’a vu tout à l'heure, que l’expression du théorème d’Abel 
pour les intégrales de première espèce; mais alors on reçoit de suite le 
théorème d’Abel pour les intégrales de troisième espèce (et des toutes 
les autres, comme on le verra de suite). D’un autre côté, on pourrait 
obtenir l'équation (2) directement par d’autres méthodes, par exemple 
par celle d’Abel lui-même *) ou par celle de Briot“*): alors, en passant 
du logarithme au nombre lui même, on aura en vertu des formules 
citées au commencement de ce § la décomposition de la fonction 
dx, y) . Y(£o Yo) 


L(@, 4) ` 4 (&o Vo) 


en facteurs primaires ***). 


En multipliant l'équation (5) du $ présent par II, et en sommant 


suivant Æ de 1 à p, après avoir ajouté le résultat à recevoir à l’équa- 
tion (2), on aura d’après (12) $ 79: 


. m Ti Se Le, Y) (ro %)| 
(6) > M,a =1og |: CPE TC) 


*) Donnée dans le mémoire XII (oeuvres comp. T. I) pour l'intégrale abélienne 
la plus générale. Mr. Sylow (T. II, p. 195—196) a indiqué les corrections qu’il faut 
porter dans la formule, donnée par Abel, et que l'on trouve faites dans l’édition russe 
de mon livre sur les éléments de la théorie des intégrales abéliennes. 

**) Dans sa „Théorie des fonctions abéliennes“. Paris, 1879, p. 70. 

*##) Voyez la formule (17) p. 395 du livre des Mrs. Appell et Goursat: Théorie 
des fonctions algébriques et de leurs intégrales. Paris, 1895. 
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ce qui exprime le théorème d’Abel pour l'intégrale normale de troi- 
sième espèce. 

En effectuant l’opération D, sur cette égalité, on aura d’après (14) 
du même § 79: 


m' Ti 


y(x, y) 
AP ss (7) 


ce qui exprime le théorème d'Abel pour l’intégral normale de deuxième 
espèce. 

En général nous aurons donc une fonction algébrique à droite de 
légalité (7); mais dans un cas particulier, fort important pour le der- 
nier chapitre de ce livre, elle se réduit à zéro, comme pour les inté- 
grales de la première espèce. Cela arrive notamment dans le cas, où les 
fonctions %(x,y) et y(x,y) sont les fonctions adjointes de deuxième 
espèce, qui deviènnent =< au point (x,y), où l'intégrale de deuxième 
espèce, qui figure à gauche de l’équation (7), devient infinie —!, En 
changeant la notation de paramètre en (E, Y), nous aurous en effet, 


d’après l'équation (5) du § 61 aux environs de ce point (£, Y): 


Fi (æ, y): FI, w» 
(z, y)=— (x —=Ẹ} FRE (x) 


F (2,3) FE, 1e) 
RÉ te RE (8) 
donc on aura: 


Lx, y) _ 1+8 (2—8) - (x —EP. 
Ly) 1H, (x —E) - (x — E) 


(x) 


en prenant le logarithme et puis en différentiant par rapport à £, nous 
aurons: 


d io (2 p(z, D- — Po —E) (e—— Ple- E- 2(0— 
dë 2(%,Y) 1H P,(r —E)- (x —E} 


__—B,(x—E) (x —E)— (x —E) - 2(x— E) 
1 +P —§) - (@— E) 


. 
c'est ce qui s’annule évidemment, lorsqu'on y pose: x —#, Y =Y; Donc 


(è) 


dans le cas cas particulier considéré, aulieu de équation (7) nous au- 
rons cette autre: 


$ I0 | (T°) 


Et d 
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En revenant à l’équation (7), on peut lui donner une autre forme, 
qui rend plus visible le caractère algébrique de son second membre. En 
effectuant l'opération D,, indiquée seulement dans l'équation (7), nous 
aurons: 


D, log (en L Dhian ICO 


(8) 4 (2,4) p(x, y) x (2, y) 
—4(z, y) DY (2, y) — Y (2, y) Dor (E, Y), 
Y (x, y) y (2, y) 
et | 
| D (x, y) = $2, y) - F (2, y) — p, y)-F(, y), 
(9) f y Y 


| D XE, Y) =x, y) F (E, Y) — X (2, y) EN), 
et comme on a 

(10) F(z,y)=0, 

on pourra donner à l’équation (7) cette forme: 


ae. F(x, y) (x,y) 4(x,9) 

EE E A E E 

(1) z1,- = ne z al P ) Xal ) 
F(e,y) $2,4) 4,(&,9) 


Cette égalité exprime le théorème d’ Abel pour l’intégrale normale de la 
deuxième espèce avec le paramètre (x, y): „la somme des valeurs des 
intégrales normales de la deuxième Sanita avec le paramètre (x,y) 
prises des zéros aux infinis d’une fonction algébrique, uniforme sur la 


surface de Riemann pour F(x, y)=0, est égale à une fonction algébrique 
de ce paramètre, également uniforme sur la même surface“. 

En effectuant l'opération D% sur les deux membres de légalité (6), 
on aura, vu (16) § 79, le théorème d’Abel pour les intégrales abéliennes 
de la deuxième espèce d'ordre k avec le paramètre (x, y): 


ji- LD 108 en 
fi È il log co (, (x, 4 : 

Dans toutes ces formules, rappeilons le encore une fois, les chemins 
d'intégration de toutes les intégrales à l’ecception d’une seule, étaient 
tout à fait arbitraires; pour la dernière le chemin d'intégration de- 
vait être choisi d’une manière convenable pour que ces égalités aient 
lieu, comme il suit de ce, qu’on a dit au $ 93. Si l’on voulait laisser 
indéterminé aussi le chemin d'intégration dans cette dernière inté- 
grale, on devrait ajouter, comme nous l’avons remarqué plus haut, aux 
seconds membres de toutes ces égalités une fonction linéaire des périodes 
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des intégrales respectives avec les mêmes coéfficients entiers, car les 
intégrales prises entre les mêmes limites suivant d’autres chemins en 
différront par une fonction linéaire des périodes à coéfficients entiers. 

96. Il est aisé maintenant obtenir légalité, qui exprime le théo- 
rème d'Abel pour Plintégrale abélienne la plus générale: après avoir 
changé dans la formule (3) § 80 x, et x respectivement en a, et x,, et 
pris la somme des résultats obtenus pour les valeurs de ? de 1 à m',en 
changeant l’ordre de différentiation et de sommation, on aura d’après (6) 
du $ précédent, la formule donnée par Abel lui-même dans son célèbre 
mémoire (le XII-ième de la nouvelle édition de ces Oeuvres), présenté 
en 1826 à l’Academie des sciences de Paris, savoir: 


m! NL 
Flais Yi) dx, f(2, y.) (3, 9.) - (1, Un) 
nn ee TA) 
tl E PA A i? Y;) (2) 8 y.) (REY PME Yn 
(j) 


r ME n E 7 i 
1 d k y f(z; Yz o(z, Yz ) j L y. ) 
TE i | (e—%) ; À | CE log ( FT + +0, 
re NO olEF (y ) 42,92): DYN i 


J=1 st 


Lee o Ce) 


(1) 


la constante C étant ajoutée pour laisser arbitraires tous les chemins 
d'intégration *). 
97. Il a été montré dans le $ 51 et les suivants, qu’on peut toujours 
n 


former une fonction, uniforme sur la surface de Riemann pour F(z, y) =0, 
qui deviendrait =~! en m' points donnés de la surface, après quoi il 
reste Mm—p+1l coéflicients indéterminés, par rapport auxquels cette 
fonction sera linéaire homogène, et que m'—p rapports de ces coéffi- 
cients à l’un d’eux peuvent étre déterminés de manière, que la fonction 
deviendra égale à zéro 0! aux # —p points de la surface de Riemann 
choisis arbitrairement; les p zéros restants seront trouvé d’après ces 
données, en résolvant l’équation du degré p par rapport à x, qu’on re- 
m n 


çoit par l'élimination de y de l'équation fondamentale F(x, y)=0 et de 
celui qu'on aura en égalant à zéro la fonctien cherchée, et par la divi- 
sion ci-après du résultat trouvé ainsi par le produit des facteurs de la 
forme x—4, répondants aux Zéros de la fonction, donnés arbi- 
trairement. 


*) En employant toute fois notre notation, plus claire que celle d'Abel lui-même 
dans le mémoire cité, et aussi plus correcte. (Voyez la note de M. Sylow dans le 
lI vol. des oeuvres de N. H. Abel (p. 195—196). Les signes des deux premiers termes 
chez nous sont contraires à ceux d’Abel; en transposant les limites des intégrales à 
gauche on restitue la concordance complète. 


M. TiKkHOMANDRITZK}Ÿ. 13 
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Dans cette proposition les zéros et les infinis de la fonction peu- 
vent évidement être échangés les uns avec les autres (comme il est 
aisé de le voir, en cherchant À aulieu de 2); parconséquent on peut 


toujours former une dia, qui deviendra égale à O0 aux m` points 
donnés arbitrairement, (a, : Ya) et à œt aux m'— p points, donnés arbi- 


trairement, par exemple (Hu) (i=p+1,p+2...m ); enfin égale à l’unité 
au point (£o, Yə); cette fonction deviendra =œ" encore en p points, qu'on 
déterminera d’après les points énumérés en résolvant une équation 
algébrique du degré p, qu'on aura après avoir divisé par le produit des 
facteurs linéaires, répondants aux infinis donnés de la fonction cherchée: 
(@—2x,,,)...(& —2x,,), le résultat de l'élimination de y entre l'équation 


i 1 + , 4 € 
F(x,y)=0 et z = 0. Alors, en transportant à droite la somme des inté- 


grales, ayant pour leurs limites supérieures ces infinis de la fonction 
cherchée: (x, y) t= 1,2, 3,...p, nous aurons les égalités suivantes: 


(1) A A S A 


i=p+ à; =i a; 
ST -_$IT Ÿ(æ, 9) - 7 (n Yol | 
(2) À, IL. o aN 2 IL, CA + log GS y): Y (En Yo)| 3 
OR Pape F (x,y) 4 (x,y) 72,4) | 
2 Ps T1" © | F'(e,y) v(& y) Z\e, 9) |: 
(3) „a L= >T Yl, y) ye, y) 1) oa LU, 9) |? 
| 


Fy) %,(&,9) yEy) 


N f ren, eyer 5 
dm o læ) F he IN e(x) F(@&,1) 
a; 


i=p+1 
f(e, y.) Y (2,9). w Yn) 
(1) res ere y.) (ie y). P, ue 
x 1 fe y; sò. UG y) L Yn) 
; 715 Y; PAUA 
Anim de * mm ç (2) F! (z, y) (2,4; ). P Yn) sæt, 


| Ces égalités montrent à nous, que les sommes d’un nombre quel- 
conque #'—p des intégrales se réduisent toujours à un nombre con- 
stant p des intégrales de la même espèce, dont les limites supérieures 
sont déterminés complètement par leurs limites inférieures et les limites 
inférieures et supérieures des autres m—p intégrales de la même espèce, 
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ou directement, comme les intégrales de première espèce, ou à l’aide 
des fonctions algébriques et logarithmiques. Cette proposition n’est qu’une 
autre expression du théorème d'Abel. Les mémes égalités nous montre- 
ront, si l’on transporte les deux sommes des intégrales d’un membre à 
Pautre de ces égalités, comment les sommes des p intégrales s’expri- 
ment par les sommes des autres intégrales, dont aussi les limites su- 
périeures sont donné arbitrairement. 

Si l’on préfère laisser dans les formules (1)—(3) tous les chemins 
d'intégration arbitraires, on doit ajouter à droite une fonction linéaire 
des périodes, comme on l’a fait dans la formule (4), où C désigne une 
telle fonction en vertu de ce, qui a été dit à la fin du $ 95. 

98. Au cas particulier, où le nombre m' a la valeur minimale, c’est- 
à-dire, si l’on a 

m —=p+ 1, (1) 


les premiers membres des égalités (1) —(4) du $ précédent se réduiront 
à un seul terme, tandis que les seconds conserveront ses p intégrales; de 
cette manière, dans ce cas particulier (1), chaque intégrale abélienne peut 
être échangée contre une somme de p intégrales de la même espèce, — 
une observation, qui peut être utile quelque fois. Dans le cas (1) notre 
W(x, y) ue 


fonction sa qui devient égale à œ' aux points (x,,Y) et à zéro 0! 
, 1 


p+t 
aux points (a, Ya) dont les p premiers sont déterminés d’après l’un 
1 


d'eux, par exemple (£; 1Y, +1), et d’après les p—+ 1 zéros*), ne sera 
autre chose, que la fonction: 
p 


P; aga apt Ypy Ty Y), (2) 


p 
de (x,y), déterminée au § 68, lorsqu'on prend (x,7) aulieu de 
1 


p 7 
(a,,b.) pour les points fondamentaux: elle devient en effet, d’après le $ 68, 
1 


z ` as e à 1 — — 

égale à O! pour z—a,,,,Y—Ya,yy et à œ pour T—2%,,y—Y,, 
(i—1,2,...p). Ecrivons, pour simplifier, « aulieu de a, 4, et x’ aulieu 
de z,,,, y aulieu de y,,,: alors la fonction (2) sera représentée ainsi: 


*) Après avoir échangé entre eux les deux systèmes équivalents des points dans 
l'équation (16) $ 72, on lui donnera la forme: 


p p 
P; e y; dr, Y;) = D, log Pen Yg; Eir Ve) 


et cest la fonction à droite qui sera déterminée d’après les données énumérées, par 
la méthode du $ 68. 


13° 
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’ ' ? 
(3) o Paltin Y), 
et les égalités (5), (7) et (6) du § 95 prendront la forme: 
g’ P 2i 
(4) 1, +21, =0; 
: MECS a 
a! 2: m | p 
6) LHS = D 18, 0,052,0)); 
alle, 4 
) z 
g Pao Pie, Y5 Lis Yi) 
(6) n y À 1 PES log TEA 3 è 
a izi Ge Para Y3 Biri) 


` 


En vertu de l'équation (16) § 72, on pourrait donner à l'équation (5) 
cette forme: 


Ti 


g' p i p 
(7) IL+ZIL=P, aey Bi Ya) 
a! l y; 1 Fe 
si l’on a: 
p : p A p . 
(8) Ge, 9} Bag Jo, Yy); (A Yy JOEY REY) *) 
1 i 1 “+ 1 


en employant pour l’équivalence le signe de Kronecker. 

Remarque. Les intégrales, prises entre les mêmes limites suivant 
le même chemin, mais en le sens inverse, donnant un zéro pour somme, 
on pourra en profiter, afin d'établir une correspondance arbitraire entre 
les limites inférieures et supérieures des intégrales. 

99. Le théorème d’Abel est réversible, c’est-à-dire, que si ont 
lieu les égalités (5) $ 95, savoir: 


m Ti 


(1) A L=0,  (4—1,2,8,...p) 

la 
alors, dans le cas m œ> p,on peut toujours former une fonction algébrique 
uniforme sur la surface de Riemann considérée, qui sera = 0! pour 
T=4, Y= Ya, et = pour T=2, y—yY, =r n En efiet 
en formant le produit: 


(2) AȚJTEG, yite Yoto Yit y) 


*) M. Noether. 3. Note, § 12. 


WwWw.rcin.org.pl 


§ 99. Chapitre V. 197 


on aura la fonction algébrique en question, décomposée en facteurs pri- 

maires; car ce produit possède les propriétés suivantes: sur la surface 
m n 

de Riemann pour F(x, y) = 0 il est une fonction uniforme, finie et con- 


m’ 


tinue à l'exception des points (x.y), où il devient —'; aux points 
1 
(Ya) il est =0', au point (to, Yọ) il est =4, dont la valeur est donné 
1 t 


P? . 

arbitrairement; aux points (&,,b,) de chaque facteur du produit se dé- 
1 

tachant d’après (9) § 91 un facteur de la forme: 


F(a,, b,) ‘i à 
ACT Dy (3) 


üy — T a 
€ , 


du produit complet sera détaché le facteur: 


F (dpb) M 7 
h (4) 
e k i=1 0; =e — i 
en vertu de légalité (1) du $ présent, — avant que le point (x, y) viendra 
tomber au point (&,,b,); ce point sera donc un point ordinaire pour le 
produit (2). Mais une telle fonction est d’après le § 40 une fonction ra- 


tionnelle des variables x,y, liées par l'équation F(x, y)= 0. Si Pon a 
m—p, alors, comme on l’a vu au § 53, on ne peut pas donner arbi- 


? . 
trairement tous les points (x,,y,), mais seulement p —1 de ces points, 
1 


et le dernier point doit être choisi de manière qu’il serait avec les 
m—2 n—2 

autres un zéro d’une certaine fonction adjointe o©( æ, y ) de première 

espèce (en parlant géométriquement — qu'on pourrait faire passer par 

l'ensemble de ces p points une courbe adjointe de première espèce); si 

cette condition est remplie, alors la formule (2) donnera aussi dans ce 


p 
cas la fonction cherchée; si l’on prend les p points (4,,7,) arbitrairement, 
1 


aiors une pareille fonction n'existe pas, comme nous le savons déjà. 
Cette observation de Weierstrass trouvera son application au chapitre 
suivant. 
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Le problème de Jacobi. 


100. Dans l'équation (1) $ 97, que nous écrirons maintenant ainsi: 


ra 
(1) DRE > E, (&=1, 2,...p) 
=! d; i=p+1 a, 


tous les a, et de même tous les x, à droite, peuvent être donnés arbi- 
trairement, après quoi tous les x, à gauche, et parconséquent tous les 
y, correspondants, seront complètement déterminés. Si nous faisons 
varier tous les x, à droite dans l'équation (1) de la manière, que la 
somme des intégrales du second membre conserve sa valeur, — nous la 
désignerons par v, ainsi qu'on aura 


! Ty 


m u 


(2) T pa Tik EELZ. c 


i=p + 1 a; 


où tous les v, sont des quantités déterminées, — alors les x, du premier 
membre de la même équation (1) ne varierons pas en général. En effet, 
en vertu de (2), l'équation (1) prendra alors la forme: 


p 
(3) pip e (k=1,2,...p) 
a&i 


supposons que de même pour un autre système des valeurs des v, par 
exemple v (è=1,2,...p) on aurait aussi: 


(4) D l= @=1,2...p) 


z 
(5) ESR Gel Ro) 
T 


mais alors on pourrait former une fonction uniforme sur la surface de 
m n 
Riemann pour F(x, y) — 0, qui deviendrait égale à œ! seulement aux p 


P 
points (%,, Y,), comme cn l’a démontré au § précédent; mais cela ne peut 
à 


WwWw.rcin.org.pl 


$ 100. | Chapitre VI. 199 


avoir lieu, comme on l’a vu aussi au $ cité, que si toutes les valeurs des 


P? p 
æ, avec les valeurs correspondantes de y, satisfont à l’équation: 
1 1 


m—2 n—2 


(£, y)=0, . (6) 

dont le premier membre est une fonction adjointe de première espèce, 
p 

ou, en parlant géométriquement, lorsque tous les points (x;,y;) seront 
1 


situés sur une courbe adjointe de première espèce. A l’exception d’un 
tel système particulier des valeurs de v, (&—1,2,...p), qui amène les 


P 
points (%,,y,;) dans la position, où ils se trouveraient sur une courbe 
1 


adjointe de première espèce, cela ne peut pas donc avoir lieu, et pour 
chaque système des valeurs de v, (k—1,2,...p), différent de celle qui 


? 
amène iles points (x,,y,) sur une courbe adjointe de première espèce, le 
1 p 
système des valeurs (x,,y,) sera unique et déterminé. 
S 
Dans le cas particolar, où lon prend les points fondamentaux 


(a, rb) pour les points (a, Va} nous désignerons ces sommes par %,, ainsi 


qu ‘on aura: 

p 

2 a (k=1,2,... p) (7) 
i 


P 
Dans le cas exceptionnel, où le système donné des valeurs des «, sera 
1 


Pp 
tel, que tous les (x, y,) satisferont à Péquation 
1 


m—2 n—2 
"px, y )=0, (8) 
les sommes des intégrales des premiers membres des équations (7) pour- 
ront être réduites, — et cela de plusieures manières — à d’autres som- 


P 
mes, de p—1 intégrales seulement. En effet, si les points (x,,7,) sont 
1 


situés sur la courbe (8), comme on peut toujours former une autre fonc- 
tion de même espèce: 
m—2 n—2 
P Yy), (9) 
m—2 n—2 
qui deviendra nulle aux p—2 autres Zéros de la fonction ọ( x , y ) et 
encore à l’un des points fondamentaux, par exemple (a,,b,), la fatis 
formée par leur quotient: 
Eaa ia 
P Lay) | 
per m—2 n—2 (10) 
e(æz,y) 
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r 
deviendra infinie: œ>! seulement aux points (2; y,) et égale à zéro 0! au 
Ea 
point (a,,b,) et encore aux p—1 autres dotits (æ;, PA mais alors on 


aura d’après le théorème d’Abel: 


(1—1 7i 7] p y 
(11) 21,+1,+ 2 L=o, 
= x, =l+iz'. 


ou, en ajoutant la même chose aux deux membres de cette égalité, 


z; 


t a 


(12) 21, 2514 D 

i=l a la, H Pag 
ce qui démontre la CAE énoncée, le second membre de cette éga- 
lité ne contenant en effet que p— 1 Ca He 


Par Lou équations (12) les variables t et par suite aussi les va- 
riables v, sont données en fonctions de p—TI paramètres (z, y) 
1 


(@=1,2,...1—1,1+1,...p); ces derniers cependant ne sont pas indé- 
pendants, mais sont liés entre eux par une équation. En effet, pour que 


? 
les points (x, 19) pouvaient se trouver sur une courbe adjointe de pre- 


m—2 n—2 
mière ER (£ , y )=0, il faut d'après le $ 53, qu'on ait: le 
déterminant 


1,1 (j) p 
m—2 n—2 | 


(13) pa PÈ 2, Yi) |= 
en élevant cette RREY à la RE A puissance, on aura à gauche 
une fonction joe À des paires CHAN par conséquent une fonction 


des variables D comme on le verra oies loin, parsuite aussi une fonction 


des variables u; en portant dans cette équation leurs expressions, tirées 
1 


des équations (12) en vertu de (7), on aura une équation entre les paires (2, ,) 
(ë=1,2,...1—1,7+1,...p). De là il suit que les équations (12) ne con- 
tiennent réellement que p—2 paramètres indépendants“). Comme une 
variable complexe par toutes ses valeurs forme une multiplicité de 2 dimen- 


p 
sions, les valeurs des p variables u, dans le cas général en forme- 
e 


ront une de 2p dimensions, tandis que dans le cas exceptionnel seulement 
do 2p —4 dimensions **). 


+ Clebsch u. Gordan. Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1866. 
S. 184—186. 
##) Weierstrass. Werke. Bd. IV, S. 460. 
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Ainsi à part le cas exceptionnel, on voit, que pour les valeurs constantes 


» p k 
de v, celles de (x,, y,) le seront aussi; au contraire, si l’on fait varier 
EUR 1 ? 


infiniment peu quelquesunes des variables v,, les premiers membres des 
$ 1 


équations (4) varieront aussi, c’est ce qui ne peut avoir lien sans, que 
variassent quelquesunes des intégrales qui y entrent, c'est ce qui ne peut pas 


r 
arriver à son tour sans que variassent quelquesunes des quantités v, (et 
1 


? 
parconséquent les valeurs correspondantes de y). Donc, en conservant 
1 p 
leurs valeurs, tant que conservent les siennes les quantités Vis et variant 
i j- 


en même temps que ces dernières, les quantités & (et par nn les 
valeurs correspondantes de y) sont des fonctions TAN quantités D et de 
plus telles, qu'à chaque système des valeurs des v, SR un seul 
système De + déterminé des valeurs des 2 (et des leurs corres- 
pondants Y), de sorte qu'après le retour des PE v, à leurs valeurs 


initiales, les valeurs des paires Ea Yy) ne pourront que de se permu- 


` 


ter entre elles, à l’abstraction du cas exceptionnel, où les points 
p P 

(£, Y) seront aménés par le système donné des valeurs des v, à être 
1 1 


situés sur une courbe adjointe (6) de première espèce, le cas, où elles 
restent indéterminées. 

La considération des limites supérieures des intégrales de première 
espèce comme des fonctions des sommes des leurs valeurs s'appelle Vin- 
version des intégrales abéliennes; le problème de Jacobi consiste dans la 


recherche des expressions analytiques des a des Ra par les 
p 

sommes des leurs valeurs, Rd dire des z, (et aussi des y) par p. 
1 


Nous verrons plus loin, que les z, seront pA par les racines d’une 
i 
équation du degré p, dont les coéfficients sont des fonctions uniformes 


p 
des variables v, 
1 


p p 
101. La définition des variables x, en fonctions de «, par les équa- 
1 1 
tions (7) du § précédent est équivalente à celle par un système des 
équations différentielles, qu’on déduit des équations mentionées (7) en 


les différentiant, et la condition supplémentaire d'avoir £, =a, Yy =b; 


x p 
(i= h2 phipodt “70 En différentiant les équations (7) du $ précé- 
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dent, on aura, vu l'équation (1) $ 79, le système suivant des équations 
différentielles : 


p 
. m—2 n—2 dx, d 
X PNR) Ea A a. a RO ere 
(1) PC 10 ) F' (æy) k) ( > “3 p) 
{=i 4 
où y, est la valeur de y pour v=x, En résolvant ces équations par 
dx; 
rapport à — on trouvera 
7 Feny 
p 
i—1 ' T a Eai 
(2) d =(—1) F(&,,y,) | (—1) E) 
ESI 
D désignant le déterminant 
| m—2 n—2 m—2 n—2 m—-2n—2 | 
Pi a 9) PSS ,93) TACA 9) 
m—2 n—2 m—2 n—2 Re” AA 
P Li, Yı) PC A 5 -P L, Yp) 
m—2n—2 m—2 n—3 m—2 n--2 
(3) p—| Pt) Plm,%). - -P L,Y) | 
ia CRE | m—2 PA PART Ha ias 
Ph Ti Y1) Pa To sYa) - y D 7 2, ,9,) 


et D, son mineur, qu’on déduit en effaçant la ligne Fi et la colonne 

i-ième. On voit par cette Ep que les variables z, seront des fonc- 

tions holomorphes des variables A tant h ’on waura pas D=O, ce qui 
1 


arrivera, lorsque E des paires (pt y) deviendront égales entre 
elles, où lorsque les points (way) arriveront sur la courbe Mari par 

— le dernier cas sera celui de P ndéiorinisadon; que vain avons déjà consi- 
déré au $ précédent. Dans le cas, où quelquesunes des i et leurs corres- 


pondants Y,, deviennent égaux, — car dans ce cas nié le déterminant 
D sera —0, ayant alors quelquesunes des colonnes identiques, — les 


? 
fonctions symmétriques des paires (x,, 4,): 
1 


? 
(4) S jY) 


ne cesseront pas de rester holomorphes. En effet, en prenant la dérivée 
partielle de cette fonction par rapport à la variable indépendante ,, 
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? 
dont elle dépend par l'intermédiaire des (x, y), et ayant en vue, que 
1 


par (2) on à: 
0x 
dy 


D, 
(OR ey) > (5) 


et que la dérivée partielle complète de SC, 4) par rapport à x, est 


égale à l expression: 


| F 1 en DF òS à (6) 
0x, E(x, ) DE dy; 0x, : 
nous aurons : 
SE, KA k+i—2 ðS 0F. ƏS 0F], 
(—1) Dul S dy. dy, |: y (1) 


= 
la somme à droite est un déterminant, qu’on déduit du déterminant D 
en y remplaçant les éléments de la ligne k-ième respectivement par 


0S OF 0S 0F $ 
dt. dy, dy, dx,” (=1,2,8,.,.n) 


et parconséquent elle deviendra nulle de Pen ordre, que le détermi- 
nant D, lorsque quelquesunes des paires (z, 2) nt égales p 


elles; parconséquent les dérivées partielles de S(x, y) par rapport à 7 


resteront finies et déterminées, à la condition que les points (y) 
1 


ne viènnent pas en même temps sur une courbe adjointe de pre- 
mière espèce: dans ce dernier cas D sera un zéro d’un ordre plus élévé 
que cette somme, et parconséquent les dérivées partielles en question 
deviendront infinies: nous aurons alors de nouveau le cas d’indétermi- 
nation, mentionné plus haut. Il suit de là que, l’abstraction faite du cas 


exceptionnel de ER i S(x,, Y) sera une fonction uniforme et 
continue des variables uy En nie les sommes Sa? seront des 
fonctions uniformes, finies et TANTRA des variables y Di état des fonc- 
iti symmétriques des paires (e, 40); de là il suivra à son tour, que 


les a, seront les racines d’une PA du degré p: 


DA CALA + h jat ++ y(u )E + CA A (8) 
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P? p 

où Y,(%,),...%,(#,) sont des fonctions uniformes, finies et continues des 
1 1 


variables a qui s’annulent toutes à la fois pour les systèmes des va- 

A p m—2 n—2 
leurs des Up» qui amènent les points (&, 9) sur la courbe ©( æ , y )=0; 
lorsqu’aura lieu le cas de l’indétermination. On appelle ces fonctions 
abéliennes. Plus généralement, si l’on a une fonction » 


_— (x,y) 
(9) . = (æy) 


toute fonction symmétrique des résultats obtenues en y remplaçant (x, y) 


d ? 
par (%,,Y,), étant une fonction uniforme des variables #, par Pintermédiaire 
1 1 


r 
des (x,,y.), sera aussi une fonction abélienne. Les valeurs d’une telle fonc- 
1 


? 
tion aux points (t,,7,) seront de même les racines d’une équation algé- 
1 


brique de degré p, dont les coéfficients seront des fonctions abéliennes. 
Remarquons encore, que d’après la formule (16) $ 53 Fégalité (2) 
du $ présent peut être représentée aussi de cette manière: 
, £ 
y m—2 n—2 p 
(10) dz, =F (x, DA ay s dy 3 Zj Y) du,, 
k=l 
(ayant en vue le changement admissible des lignes horisontales d’un dé- 
terminant en lignes verticales et vice versa) et parconséquent: 


i m—2 n—2 


0x, P 
(11) dy — (x, y,)e( a, b, 1%, Yj). 
102. Des sommes des intégrales de deuxième, et aussi de troisième 
espèce, toutes prises d’un même point quelconque ordinaire (£o, Yọ) aux 
? 
points (x.,y,), qui répondent aux limites supérieures des intégrales de 
1 
première espèce, qui entrent dans les égalités (7) $ 100 définissant les 


d 
variables #,, savoir les sommes: 
1 


p “i 
(1) 21, (k—1,2,...p) 
de même les sommes 

TE 
(2) 2 Il; 
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et 


$ Il, (3) 


i=l To 
où ¢ en n désignent les paramètres, étant des fonctions poagna 
des limites supérieures des ERE E, seront des fonctions des variables m, 
as l'intermédiaire des ee y,), et de plus — à part les valeurs FA 
u, pour lesquelles les intermédiaires restent indéterminées, — (1) et (2) 
iha c’est-à-dire, recevant une seule valeur pour le système donné 
des valeurs des variables u, la dernière, (3) — multiforme, recevant au 
À p 
contraire pour ce système des valeurs des variables Ua une infinité 
des valeurs, qui UNE toutes entre elles par des multiples de 2r2. 
En effet, si les NS n u, reprènnent leurs valeurs initiales, les paires 


des quantités (x,, v) ant aussi leurs valeurs initiales à l’ordre 


près, peut tré bel ce qui pourra arriver, si les variables 7 passe- 


raient par celles de leurs valeurs, pour lesquelles quelquesunes des ra- 
cines de l’équation (8) du § précédent deviènnent égales entre elles, — 
mais le changement de l’ordre des limites des intégrales ne pourra pas 
faire varier des sommes comme (1) et (2), et ne peut faire varier 
que de 


2471, (4) 


q étant un entier positif ou négatif, des sommes comme (3), si quelques 


chemins d'intégration, en se déformant pendant la variation des quan- 


p 
tités u,, auraient passé par des points C, y;) et (1, Y) qui répondent 
1 


aux paramètres, où ces intégrales ont des infinis logarithmiques. Nous 
nommerons les sommes des intégrales (1) et (2) les transcendantes abe- 
liennes de deuxième espèce, et les désignerons, en modifiant un peu la 
notation de Weierstrass de cette manière: 


P Ti p 
D, =I)  G=128..n (8) 


p 
> I; = J(4,).; (6) 
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et les sommes des intégrales (3) les transcendantes abéliennes de troisième 
espèce, et les désignerons ainsi: 


Ti 


? 
(D) 2I, =, (0) 
A ER Me a i 


En effectuant l'opération D, sur cette dernière égalité, nous aurons en 
vertu de (14) § 79 et (6) du § présent: 


? p 
(8) DI, (1,)= I); 


À l'inverse, en vertu de (15) § 79 et (7) du § présent, on tirera de 
Péquation (6) par lintégration: 


p p dë 
(9) nl) f (u); FE Y.) 
n 
D'après (7) § 77 et (9) $ 79 on aura aussi: 
p P? m—2 n—2 p p p 
(10) CADET QUES y Iuh tÈ P, nE Vii tab), 


r 
où le dernier terme, étant symmétrique en (x,,y,), Sexprimera aussi en 
Le 
r 
fonction des «,. 
1 


103. La transcendante abélienne de deuxième espèce, définie par 
Pégalité (5) du § précédent, et parconséquent cette autre, qui en diffère 
par une constante additive: 


? 
(1) Os FAU, 
deviènnent égales à ©! comme la quantité 
F' (a,b) 
| Aa on 
(2) sun 


P 
pour z—a,, d’après (4) $ 74, chaque fois que les variables #, reçoivent 
i 1 
? 
les valeurs, pour lesquelles lun des points (x,,y,) vient à coïncider avec 
1 


2 p 
le point (a,,b,). Pour les valeurs des #,, qui amènent les points (&,,9,) 
1 1 


sur une courbe adjointe de première espèce, elles restent indéterminées 
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B | p 

avec (£, Y;); pour toutes les autres valeurs des variables «,, elles seront 
1 t 


des fonctions finies et continues de ces variables, et uniformes, comme 
nous l’avons vu au § précédent. — La transcendante abélienne de deu- 
xième espèce, définie par l'équation (6) du § précédent, sera semblable- 
ment uniforme, finie et continue pour tous les systèmes des valeurs des 


? 
variables #,, à l'exception de celles, qui amènent quelquesuns des points 
1 
P 
(x.y) en coïncidence avec le point (¢, y.), car alors les intégrales de la 
1 » 


somme (6) du $ précédent, recevants (6, y.) pour limite supérieure, de- 


viendront égales a ©! comme la quantité 
a'k 
F 6y) 


æ—Ë 


(3) 


pour æ—#, comme il suit de (3) $ 74 et des $$ suivants. On peut le 
voir aussi par la formule (10) du § précédent: en effet de la manière 
semblable à (3) devient infini un terme de la dernière somme en (10) 
du § précédent d’après le $ 68 et la formule (4) $ 61 (où il faut trans- 
poser x avec Ë). D’après le même $ et la formule (7) $ 60 il deviendra 
infini aussi au point (a, b,) comme la quantité 


m—2 n—2 F (a sD ) 
Ke P, 6. RS Per pate (4) 


se RS 
pour æ,—a,; mais de la même manière, seulement avec le signe +, de- 


3 ? 
vient infini le terme de la première somme, qui contient J(w,),, tan- 
1 1 


r 
dis que les autres y rèstent finis; parconséquent en ces points (an b,) la 
f è 
fonction J(#,). aura une valeur finie. 
1 


Quant à la transcendante abélienne de troisième espèce, elle deviendra 
infini avec l’un des termes de la somme (7) du $ précédent comme 


Lk (5) 


— log (x, — $), 


? 
pour chaque système des valeurs des variables #,, qui amène le point 
1 
(x,,Y,) au point G, y,), et comme 
+ log (x, — ) (6) 


. ? TA « La 
pour chaque système des valeurs des variables %, qui amène le point 
1 


(£p Y;) au point (n: Yn) comme . il suit de (7) et (8) du $ 74, et 
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Pp P? 
devient indéterminée pour les valeurs des «, aménant les points (%,,Y,) 
1 1 
sur une courbe adjointe de première espèce. 
104. Si dans les formules (7) § 100 les points (x,, 1) décrivent 


des chemins fermés quelconques, ces derniers se réduit à une suite 
déterminée des courbes fermées À, et B:(7—1,2,...p), les égalités en 
question deviendront: 


P x; 


(1) > bu tho op +n o), 


? 

où à gauche les (x,,7,) ont les mêmes valeurs qu’en égalité (7) $ 100, mais 
1 

les chemins d'intégration seront déjà des autres, notamment composés des 


? 
chemins anciens et des chemins fermés, qu’auront décrits les points (x, y,). 
1 


P? 
— Les fonctions symmétriques des (e Y;), comme par exemple la somme. 


(2) Sifo: Ab), 


i=l AY) 


— comme nous les voulons désigner dès maintenant, en produisant cette 
notation de leurs nom: ,abéliennes“, — ne seront pas changées par cela 
en leur valeur algébrique, et parconséquent nous aurons: 


gi p 
(3) Abu, +X mot m0, )) = Ad). 

J= 
Les fonctions abéjliennes sont donc des fonctions périodiques de leurs 


P 
variables «,; elles possèdent notamment 2p more de périodes simul- 
1 


tanées distinctes, car chaqu’un des nombres m, et 2 peut être égal à zéro 


et à l'unité. 

Qnant aux transcendantes abéliennes de deuxième et de troisième 
espèces, les sommes des intégrales de deuxième, respectivement de 
troisième espèce, qui les définissent d’après les égalités (5) et (7) $ 102, 
se changeront après cela respectivement en les suivantes: 


Ty 


(4) Sn, +È Guns (k=1,2,...p) 
et | 
Ly p 
(5) % HI, 1+2 (m£ +n, E) + 27i, 
l j= « 
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où conformément au (16) et (17) $ 92 on a posé: 


CRE G= 


Enn Enp (6) 
(4;) B;) 


les premières sommes étant ici respectivement les mêmes, qu'aux (5) et 
Pp 

(7) $ 102. Ainsi, lorsque les variables «, reçoivent les accroissements 
1 

m,w, Hno), (7) 


les transcendantes abéliennes de deuxième espèce fondamentales (comme 
on pourrait les nommer, ces fonctions étant définies à l’aide des inté- 
grales fondamentales de deuxième espèce), reçoivent les accroïssements : 


p 
T =R (m Nyt Ny) (8) 
J= 
et les transcendantes abéłiennes de troisième espèce les accroissements: 
p 
= (mEn t) 27i, (9) 
où les m, n, (J=1,2,...p) dans toutes les trois formules (7), (8) et 


(9) désignent les mêmes nombres entiers, positifs ou négatifs, ainsi qu’on 
aura: 


p ? 
AS S) = JG 5 (10) 
Pp p re 
I; (u, T &,) =M) T S (1 1) 


Ces fonctions possèdent donc la périodicité de la seconde espèce, 
d’après la terminologie de Ch. Hermite. 

En passant à la transcendante abélienne de, deuxième espèce plus 
générale, avec le paramètre (6, Y; ) pour laquelle a lieu légalité (10) 


$ 102, nous remarquons, que la dernière somme de son second membre 


étant une fonction riens Lo des paires Ca .), est une fonction abé- 
lienne des variables t» et parconséquent TRUE sa valeur, quand ces 
variables recevront les accroissements ö, de sorte que toute la varia- 
tion de cette transcendante, provenant i l'accroissement des variables 


? p 
wi de Lio que nous désignerons par fz, ainsi qu’on aura 


P 
= an tnm), (12) 


M. TIKHOMANDRITZKY. 14 
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— s’exprimera par la formule: 


m—2 n—2 


(13) = De, MEL 


En donnant ici aux nombres m,, n, les valeurs 0, l’un excepté, que nous 
poserons — 1, nous aurons: 


À m—2 n—2 
(14) Mg; -4 (A ( t , £ My: 
i V4 m—2 n—2 
(15) =D CE sY, ij: 


105. Les dérivées Br des transcendantes abéliennes de 
? 

deuxième et de troisième espèces par rapport aux variables #, on ob- 
1 


tient de cette manière. En différentiant l’équation (6) § 102 par rap- 
port à la variable #,, ayant en vue que son premier membre n’en dé- 


P? 
pend que par l'intermédiaire des Wii y), on aura d’après le (9) du § 79 
et (11) du § 101: 


ma ; 
“Y'o, lE YDA m bitay) = 
(1) i 


s p 
=H(a; biS; Y) — —D, P, ACT bri 2; Y); 
— en vertu de l’équation (10) $ 70 pourxz—a,,y—b,, [où lon aurait 
? ? 
changé préalæblement G, 8.) en 9,1 En faisant coïncider le point 


($; VA) avec (a, b,), on récait d'ici la formule: 


LOVE Ey ? 
du, nr: H(x,, ! sY; ET Ne a, , b, ; a) 


ES | 


(2) 


p 
nu VE Da Palar br: Zj Y), 
car par l'équation (4) § 70 (écrite avec l pour g) et (21) § 69, (écrite avec 
l pour k), on a pour £—a,y.—b;: 
(3) H(a,, b, | Ay b) = Efa, A AR 


en supposant l+ k; pour l= k la seconde forme du second membre de 
lPéquation mentionnée devient illusoire, en prenant la forme œ —c *), 


p 
*) La seconde expression pour la dérivée de J (u,), par rapport à u, correspond 
s i 


à la formule (4) § 48 de notre ouvrage sur l’inversion des intégrales hyperelliptiques 
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En passant à légalité (7) $ 102 pour en déduire la dérivée par 


? 
rapport à «u, de la fonction H, Cu), remarquons, que d’après le théo- 
1 


rème de l'échange de paramètre et de PRS on a: 


T =$ ih, -$i ki (8) 


$ i % =] 


donc, en différentiant par rapport à #, on aura: 


p p 
EUR E i 
du, a UEA ñ Zito OU, 
ce qui prendra en vertu de l'égalité (11) du $ 101 et (14) du § 79 la forme 
suivante: ` 
fe wa A 
En “k m—2 n—2 
= 1 > PÈ ays 0,:%, ll, (6) 
‘k 


1 
Si l’on change te pt Meg la formule (7) $ 77 x et £, respecti- 
vement en 5,1; puis (a j b) en (x, T2 enfin (E, Y) en (a,,b,), on aura, 


en employant la notation abrégée ou intégrales de deuxième espèce, 
cette autre: 


m—2 n— 


Ÿ 
P, (a, b3 zp y)+ Del ay, REA ll (7) 


= ~ 


en se rappelant (pour le premier membre) de (4) § 70. En vertu de 
celle-ci on pourra représenter la dérivée cherchée de cette autre manière: 


: Pp 

i — 1, — (Go $; T; Y): (8) 
On pourrait aussi recevoir cette formule à l’aide de l’autre propriété 

caractéristique de l'intégrale normale de troisième espèce, celle, qui 

nous a conduit à la formule (9) § 102: En différentiant cette dernière 

formule par rapport à #,, nous aurons d’après (1) du $ présent: 


(p. 89), citée déjà plus haut; elle était certainement connue de Weierstrass, parce qu’on 
peut la tirer sous la forme un peu différente, et pour le cas de cp, — 0, de la formule 
(29) § 4 de son mémoire: „Zur Theorie der Abelschen Funktionen“, Crelle Journ. 
Bd. 47. Dans le cas des fonctions abéliennes générales les secondes formes de (1) et 
(2) ont été données (la seconde pour le cas c,—0) pour la première fois par 
Mr. V. Ermakoff dans son mémoir, cité au § 72. 


14* 
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pe 


sd 4 p S 
eC) OC) dE 
et = He — H(: + b À LOI E, i a 
(9) du, $ Ou, F Ey) ( Ye | a, JE G, Y En (d, b L3 Mja sY), 
n LI 


en se rappelant de la propriété de la fonction Piy exprimée par l'équation 
(1) $ 59 et de l’autre, par laquelle elle s’annule, lorsque ses paramètres 
deviennent égaux. En vertu de (4) $ 70 et (5) $ 79 le premier terme 


= 


du second membre de cette équation est identique à H,; on aura donc 


N 
la même formule (8). De celle-là on revient à la formule (6) à l’aide 
de (7) *). 
106. La formule (8) du $ précédent pourra étre Lie ve encore 


d’une autre manière fort importante. En désignant par (%, Y; APR P, et 


par CYAN Yny ) deux systèmes équivalentes au système de un 


(a,, b,; z, y), — c'est ce qu'on pourrait désigner, en imitant L. Kro- 


necker, ainsi: 

(1) (a,,b,; zp y) Gyi KA j ) © (N, Yr; 9, D 

on aura en vertu de (17) $ 72 vu (18) de même $ l’analogue de (16): 
P? Pp 

(2) Pi Cv b, Ty, y;) -z D, l0gP rE Yg; 9e.) ; 

en le portant dans l’équation (8) du § précédent, nous aurons: 


p 
oll, (u) £ 
En `i 
(3) de pe do nc an Vs tai Ve )- 


Mais d’après l’équation "a § 98 on a: 


(4) i a À I =D, 108 P,,( Yp t Enia re 4 
A 1 mp, 
d'ou l’on tire: 
Ç p Eki p Nki Era 
(6) M, — D, 108P, 4E Y Eu = È IL=4 +È H,— (0, + SIL: 
n ki r l di i= 


*) L'expression (8) de la dérivée par rapport à w, de la fonction abélienne de 
troisième espèce appartient aussi à Mr. Ermakoff (l. c.). Elle correspond, dans le cas 
hyperelliptique, à la formule (4) $ 47 p. 85 de notre ouvrage citée. 
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en le portant dans l'équation (3), nous aurons: 


p à 
OI, (t) p x Ai 

b ANY à A Tice. -p 
CU NU o) 


C’est cette formule que nous avions en vue de déduire: Les constantes 
C, sont tout à fait arbitraires dans ces expressions pour #—1,2,...p. 


p 
Il nous reste introduire dans cette formule les variables «, Afin de le 


RES DS: (7) 


? 
en l’ajoutant avec l'équation (7) $ 100, qui définit les variables %,, 
on aura: ; 


Ẹ p Eki 
i EN 
LA sy" > I, ra À (8) 
ak i—1 ai 
d’où l’on tire: 
p Epi ax 
A 
l, = u+ È À . (9) 
1=1 a; E 
De la même manière on trouve: ? 
p ^k ak 
D I,=u,+1,. (10) 
i—=1 a; Ti 


En se rapportant à l'équation (5) $ 102, qui définit la transcendente 
abélienne de deuxième espèce fondamentale, on apperçoit de suite, qu'après 


? 
l'introduction des variables u, dans l’équation (6), elle prendra la forme: 
- 


p 
dl, (u) ak / fk 
En p a 
-u S aea ls — CSLOS ID.) (11) 


z ? 
107. Les dérivées partielles par rapport à #, de la transcendente 
1 


abélienne de troisième espèce s’expriment donc par les transcendentes 
de la deuxième espèce, dont les arguments diffèrent de ceux de la pre- 
mière par certaines constantes. Les dérivées partielles de ces dernières 


Pp 
fonctions par rapport à “u, s'expriment par les formules, qu’on déduit 


p p 
de (2) § 105, en y changeant (2,,y,) en (£,,,y, ), notamment: 
1 1 Sy 
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p 4 
Jul), 
3 
(1) du, a E an PAT es. 
De même on trouve 
. ak 
I, FD 
(2) MEET a z ay apn (Go bi A Je 


Les deux systèmes des points, figurant sous le signe de P dans ces 

équations, sont respectivement les zéros, et les infinis de la fonction de z2: 
P? 

T „(a , b 5 Tis Y) 

(3) ZYD“ ti t 


P? 
P (a) byi Zis Y) 
1 


P 
— car le zéro C, y) et les infinis (2,7) étant communs aux deux 
1 


membres de la fraction, elle y reste finie; par p+1 infinis et un zéro 
les p zéros restants de la fonction du dégré p+1 [§ 40], uniforme sur 
la surface de Riemann considérée, étant complètement déterminés, cette 
fonction (3) ne diffère que par un facteur constant de la fonction 


(4) Par Vi RE 

parconséuent les deux systèmes suivants de points: 

(5) (CARE Ve) et (a, ET ); 

sont équivalents [§ 72]; mais alors en vertu de (18) § 72 on aura: 
(6) D pP anlar br EN Pe (a,b D huge) 


et comme on a en outre par (19) $ 69 
(7) Cu, 
on en conclut que les seconds membres des égalités (1) et (2) sont 
égaux; donc les premiers le sont aussi: - 
; p“ p % 
Tur +1,» Tun + La) 
EA ER 


ME SET ne 


(8) 


*) Cette démonstration de la formule (8), donné pour le premier fois par 
M. Ermakoff (1. c.) est l’extension sur les intégrales abéliennes générales de celle, que 
nous avons donné pour les intégrales hyperelliptiques dans notre ouvrage sur leur 
inversion, citée plus haut. Dans l’édition russe de ce livre nous avons donné la démon- 
stration de M. Noether: Ueber das Jacobische Umkehrproblem. Sitzungsberichte der 
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La quantité £ est tout à fait arbitraire. Cette égalité nous montre, 
que les fonctions 


ak $ 
p 
Jat), LES E A. -= (9) 
3 


P s 
sont les dérivées partielles par rapport à #; d’une certaine fonction des 
1 


mêmes variables indépendantes. La même chose aura lieu par rapport 
aux fonctions qui en diffèrent par des constantes arbitraires: 


p ay. 
C Nurt APCE EN ee) (10) 
S 3 


lesquelles seront aussi les dérivées partielles par rapport aux variables 
p A- 
u, d'une certaine autre fonction des mêmes variables. En la désignant 
1 ý à 
par 
P (o) 
D(w, h AIAGA (11) 


ne 
à 0 

si elle s’annule pour #, =”, on aura: 
1 


ak dP (u, QE SCIE) 
tt h= A T (12) 
et parconséquent 
p p ax 
dolu, u”. %0 D=$(0,+ Tu, Hha) dis, (13) 
e S 


Le point (£, Y) étant tout à fait arbitraire, on pourra le faire coïncider 


avec le point (£o, Yọ); alors nous aurons un cas particulier de cette fonc- 
tion, que nous désignerons de la même manière, en omettant seulement £, 
de la sorte qu’on aura: 


P (o) £ p TE 
abus, u, 0) =È (C+ I4 L),) du. (14) 


La fonction (13), plus générale, peut aisement être raménée à celle-ci, 
particulière. En effet, on a: 


LI, 1; (15), 


physikalisch-medicinischen Societät zu Erlangen. Sitzung v. 16. Juni 1884. Cette nou- 
velle démonstration est plus symmétrique, comme la deuxième démonstration de 
Mr. M. Noether, donnée par lui dans les Math. Ann., Bd. 37, S. 488. 
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parconséquent l’égalité (13) prendra la forme : 


D () RE G ak 
dọ (u, | “r » C5) => CHi J(u, — I, + L),) du,— 
(16) ; 
ax 


p ? —. 2 _@ 
=) (O+ J (v+ L),) dv,= d (v, | w, C;), 
k=1 I A | 1 


— si l’on pose 


3 
(17) p= #1: (AZ E E 
dici il suit, que 
(18) D(u, (un, C,:5) = (| u®, C)+ C. 


5 d 
. Pour déterminer la constante C, posons u, =u% ; alors, si l’on fait 
A 


» 


(19) P a À (h=1,2,...9) 
on aura 
(0)? (0) 
(20) o=09(v, | túr ,C,)+ C; 
en retranchant cela de (18), nous aurons: 
P o P (o) 0)? (0) 
(21) PCs | tts EL (v, |u, , C,)—®(v, | AGa); 


ou, en portant aulieu de v, et v ) leurs expressions, tirées des égalités 
(17) et (19): 


-= 


3 


mii cE MAT 5 P (o 
(22) (n| u, O= Dy — L, us, 0) Bu, —T lu, Ch). 
1 Zo 1 % 1 
De légalité (14) il suit que la fonction 
P (o) Er p 
(23) bonu, 0O)=X f (CAI H) din 
= O 7 
uk 


Vintégrale étant prise suivant une courbe dans Vespace à p dimensions 
p p j 

du point U) jusqu'au point (u,), en évitant les points, où la fonction 
1 1 

à intégrer devient infinie ou indéterminée. La fonction plus générale, dé- 

terminée par l'équation (13) sera représentée par une intégrale semblable 

à (23), où à la place de x, figurera £. 

De cette définition de la fonction on déduit aisement ses propriétés 
principales, comme nous le verrons dans le chapitre suivant. 
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108. En multipliant légalité (11) $ 106 par du, et en sommant par 
rapport à k de 1 à p, on aura d’après (13) du $ 107: 


P P (0) P (o) : 
ATga) =d (u, |w, ; On) — dë (u, lu, ; Cr); (1) 
1 1 
en intégrant cette égalité, on aura: | 
Peo) O 6) 
I, he) T, n = Blu, | 26 Crn) — BC | 16, > Cd), (2) 


ou, d’après (22) du § précédent: 


N p Nip 
v p i 
TI Il (o) | (0) (o) (0) 
enn) g pd. ) (u, L 1%, ? C,) =p (u; L | U, 2? C,) 


: : (3) 
1 0 OT {4 
P (#1, Lu, „O= Bu Liu, 0). 


En effectuant l'opération D, sur cette égalité, on aura: 
> 


? ? 
J(u), — J (u), = 
ESN 1 


h /€ 


y C f 
p (0) (o 0) 
y 2 re I, | On) up — I, |e C5) | m—2 n—2 Y 
TA T, 


To 0 
2 Y, 
du, dut M | E , Ye ) 


ou, d’après (12) et (15) du $ précédent: 


> aa 
Ilu) I ) Do 


(5) 
ak » (o) ak SN. ma n—2 
— y (Tui ES NEC +l,— 1, PA £,%). 
Lo To Lo Zo bi 
k=l 1 1 


109. Revenons maintenant aux formules (4)— (6) § 98. La pre- 
mière de ces égalités peut être représentée ainsi: 


z' p. Ti p %i 
l Q = 
a! i=l a; il a; e 


ou, en transposant les termes précédés du signe (—) dans lautre membre 
de légalité, de cette manière: 


p Ai. P +; Cd 
Al=21 += uto, (2) 
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en posant: 


(3) I, 7 i 


Dans les égalités (5) et (6) du § 98 changerons la notation des para- 
mètres, en écrivant €, aulieu de x, x,, et ensuite décomposons chaque 
intégrale sous le signe de sommation en une différence des deux autres, 
nous aurons: 


(4) Í, + SI SIL. = D, log x (',y:æ zu) 


a' AE. Zo =1 2 


ce qu’on peut en vertu de (6) $ 102 et (2) du § présent représenter 
ainsi: 


(5) I, + TE) —J(u, +o S ;log(P, i u (', HA 0): 
a! 1 k 


et de même: 


P, „æ, y'; t; Y;) 
(6) Hi, ST -È TT | 7 4 


P al le se 
paT Ti Yi) 
ou, d’après (7) § 102 et (2) du § présent: 


P 
a' Per Y’; Xia Y) 
(7) I, +, (0, JT, Cu o ,)=log - 
su S 1 j + 
a Pal, yi 2a y) 
On peut former aussi une fonction, qui deviendra égale à œ! aux 
A r 
p+1 points, dont p restent les mêmes (2,7) qu'auparavant, et le 
1 
dernier sera le point (4,7), et qui devient égale à 0! au point (x', y’); 
alors on aura d’après le théorème d’A bel: 
CRE 
(8) I, +ò,- 


= à i la, 


. d'ou l’on trouvera, comme plus haut: 


p a, p Ti a, 
- ST I Ke k 
(9) 2 i; mb I, td iN =U VF Öp 
=la, =l TA æ 


où l’on a 
p 
s a W , 
(10) Wg = 2) (m, Oky SiE Ng Okg)y 
g= 
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— car le chemin d'intégration pourra être un autre, —et d’après le 
théorème d’Abel pour les intégrales de troisième espèce dans le cas 
considéré: 
rh WES: 
a' p % p a P a (0s Yar Eir Vi) ; 
IDD M, = 10g |. SAS AN 
L) l % H= Lo 


P 
Pyr (a , CAT Tir Vi) 


d’où nous arriverons comme plus haut à la formule: 


a’ j „zı (%', Par 4 rY) 


1 
M+ II, (n) — H, n t 0,)=log| — - - (12) 
x! PF NS z 


p , 
ape ? CAE Ti Y) 


en posant pour abréger: 
VV. I EA A T) (13) 
Si l’on ajoute les égalités (7) et (12) et si l’on prend égard à ce, que, le 


chemin de (a, yy) à (y',x') et puis de (x,y) à (x',y;) étant fermé, 
d’après (14) et (15) $ 92 on a en général: 


E: a T 
ly- + IL, =2g'ri+ Di l= gri + 2-1), 09 
k= Ea Zo Zo 


où 
P 
Ny TE AC MA Meg) ( l 5) 
g— " 


on aura la formule suivante: 
I ! P P 
P; me »Y; a y;): P; y (a', Yy!’ 43 Yi) 


Dei 2 z = |=297i+ 
P p aY Bi Y) EG, Yan T i Y Yi) 


(16) 
p p p 
+9 Me) — Iy Qt v,) — Meg \Tps vi), 


car en vertu des formules (11) et (9) du § 104 et des formules du 
§ 92 citées tout à l'heure, on a 


LL 


ë 2 
Iy (u — v pt õ,) = 2q'i + à iuda -Malty o: (17) 
1 


En posant pour le moment: 


(0) p 1 P (o) K 
I (w in pup — A wp A I as “VS E (Uhr 3 C,) =C, (18) 
1 


"0 


WWW.rcin.org.pl 


GS en. | 


G 


220 Chapitre VI. $ 109, 110. 
on a d’après (3) du § précédent: 


z ' TP «) EP o) $ 
(19) M(t) =O +u, — I, | % , C,) — P(u,— Et C,)+2g; mi, 


1 P () 
HM; (u, =v) =C +p, +v] |u,,C,)— 
(20) à SA 
EP «) ; 
— (u, +r, — I, 1%, , C) + 2q,mi, 


(4, pouvant avoir des valeurs différentes pour les deux signes +). En 
vertu de ces formules l'équation (16) prendra la forme: 


x "E = 2Qri + 


= Le 
ON CAT RTE EE Pr CURE i, Y) 


p p 
Pg al’, Y; i, Yi) 4 Pi (0 L ; 2i Y,) 
log Ti Eee 
1 


1 P (o) Ep (0) 
+2[8(u,— I, |% , C,)— E(u,— Li Pee 


(21) 2 
CRE si A E P (o) 
— de, ania a EL |u » Ci) + B(u,+0,— I! u, ,C,)— 
NP () E P (o) 
T (u, — Di L | LE C,) + D(u,— ET L | Ur, s C,). 
110. En passant du logarithme au nombre et en posant, pour 
. abréger: 
to P(u, luv, C,) 
(1) O(w,| u,,C,)=e 1 ; 


— notation, introduite par Jacobi, d’où vient la dénomination théta- 
fonction pour cette nouvelle fonction, on tirera de l'équation (21) du 
$ précédent cette autre: 


P? P 
Fe a! (æ!, y"; "i Y) k P; „Œœ, Yal? “p Y;) 


? p 
Pa a ys Bir Y) à Eye Yl Tis Y;) 


E P (o) E P (o) 
O(u,+ v — In | Un » Ch) - O(u,—v,— In) tr s Cp) 
To To 
E p (0) ` 
[Olu — In | un > Cn)] 
(2) = - To SEEE 
TP (9 12 ©) 
O (urt vr In | uh s Cr) -O (uy — 0; — Tn | Uh > Ch) 
To 


To 


1 p _(o) 
[O(u,— I; | ün ; Ca) 
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Dans cette égalité les dénominateurs des deux membres on tire de leurs 
numérateurs respectifs par le changement de £ en n; on en conclut que 
le rapport des numérateurs des deux membres est une fonction, qui ne 
change pas sa valeur, si l’on remplace & par n, qui en est parconséquent 
tout à fait indépendant; c’est-à-dire que ce rapport ne dépend pas du 
point C, y). En le désignant par V, nous aurons donc légalité suivante: 


? P 
' , ! > Le 
P, ,(& Y Zi Y) s P, (a , Yar Di, Y) PPY 


£ A 
S P (o xP () c 
O(u,+v, — li lu, Ch). OCu,—v,—], lu, Ch) (3) 
= y Lo 1 To 1 


E p Fee 
[8 GT |u, , Cn)P 
L, 


(9) 


Cette formule correspond à celle de la théorie des fonctions elliptiques, 
qui donne lexpression de la fonction (u)— (v) par O(u), [ou par o(u)], 
et à celle de la théorie des fonctions hyperelliptiques, qui donne Pex- 


pression de la fonction re par les @-fonctions *). En considérant à 


gauche £ comme ‘variable indépendante, nous avons là une fonction uni-. 
forme sur la surface de Riemann pour F(x, y) =0, qui devient égale à 
co? aux p points (9). Au point (æ,y) et aussi au point (a, Yai) 
elle est finie et différente de zéro, car l’un de ses facteurs de- 
vient —c', lorsque l’autre devient —0!. Chaque facteur à gauche 
est une fonction symmétrique des paires CA y,), comme il suit de ce, 
qu'on a dit au § 58 après la formule (11); parconséquent leur pro- 
duit le sera aussi, et parsuite il sera une fonction des variables tn: 
Considérée comme une fonction de ces variables il devient =œ? pour les 
valeurs des th qui amènent l’un des points (ay) en É, VAE la même 


chose a lieu par rapport à second membre de (3), où, comme nous le 


p 
verrons au chapitre suivant, le dénominateur [O(u, — I, | u0, C,)f devient 


To 


? 
égale à 0° pour les mêmes systèmes des valeurs des #,; il suit de là, 
1 


p 
que V sera par rapport à chacune des variables indépendantes t sépa- 


rément une fonction uniforme (car @ l’est comme on le verra plus bas), 
continue et toujours finie; parconséquent par rapport à chacune de ces 


*) La formule (4) sur la page 101 de notre ouvrage, déjà citée, sur l’,Inversion 
des intégrales hyperelliptiques*. Kharkow, 1885 (en russe). 
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variables une constante, c’est-à-dire une grandeur, qui est indépendante 
de ces variables. Par cette raison on peut la déterminer, en donnant 


? 
aux variables #, des valeurs particulières quelconques, par exemple 
1 


? 
en posant #,—0; alors tous les C y) viendront à tomber en 
e 1 
(a b,), et nous aurons de légalité (3): 
p k Lii , Ge v i fug. d C,) 
(4) P MCE y; anba P, (a, Yar 4,0) SF can ; 
ei, Jak, ODP 


d’où l’on aura V. On peut l’éliminer de l'égalité (3), en la divisant par 
cette égalité (4); on aura alors: 


P ; p 
Pete) Pep Yari et) 


Pet, ya PE (a!, 5) 


(5) TA p 
à Bei | Ur» o? Ouh Î u® À Cd Crea) i ut, C,) 
o] 
Ša ———.*) 
(0) p 
ooie roech [nf » CAO Cup, — Bi , o) 


111. De l'équation (1) du § précédent, qui définit la nouvelle fonction 
p 
O(u, u0, C,), on tire 
1 
© ri 7,0 
(1) Du, up, C)=10g 0 (u, 0,0, 
1 
En vertu de cette égalité on peut donner la forme suivante à légalité 
(3) $ 108: 
Ẹ ) 
pia j ù CES HE , Cp) O Ca p =la |" Wh ba) 
(2) IM. (u,)— IL, (u®)=log > 
ar CR Ep Er 
PT h un AAC: Si | Ur 0) 


zo 1 


Si Pon pose 
p p Ti k 
JT: U:)= IT , 
(8) y l n) À CA En 


en commençant l'intégration par les mêmes valeurs des x,, par lesquelles 
nous l’avons fait pour les intégrales de première espèce en (7) $ 100, 
on aura évidement : 


*) Cette. formule présente une analogie complète de la formule (6) p. 104 de 
notre ouvrage citée plus haut. 
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Mu) u). (c 
EC) AC En) (4) 
et parconséquent d’après (2) nous aurons 


P © a 
TOS | us d ooi, | Ur ,C 
To To 


o ,? 
Set Z a (5) 
O (u, -i | uy ,C)O(— l l w, o) 


En effectuant l’opération D, sur les deux membres d'égalité (2), nous 
aurons d’après (8) $ 102: 


E p 
F; p £ 99 (u, — ie | u, Ch) 
p : daj 

J(u), — TU, = - AE E Lo SE 
+” les 1 3 E 3 r (0) duy 
r | O(u;—]; | Un ; Cr) 
To 
wo E? (6) 
Fe I, p| » On) ss n—2 
SES er du, o,( ON Y; }, 


Wat 
Olur — I, |i Ch) 


To 


car le côté droit de l'égalité (2) dépend de ¢ par l'intermédiaire des 


quantités (w, 2i + et (u! D? LE Quant aux expressions des fonctions Ju, ) 
1 


a 2 


par les fonctions ®©, on les aura en vertu de (12) $ 107, en différentiant 
- (1) par rapport à #,, c’est ce qui donnera: 


i KOK i C5) 
C+ LJ (uù, X Da i i ; a 


a O (u, | “y, oy 


P x 
d’où l’on trouve, en changeant 7 en ETES 
1 


Skp (0) 
p 1 0O(u;— L] Uh,» Ch) 
a : 
J(u), = 


e (8) 


"kp Co) i Dtg 
O (u, — E lu, , Cr) 
Lo 
Ainsi les transcendantes abéliennes de deuxième et de troisième 
espèces sont raménées aux @-fonctions. Si l’on prenait de telles systè- 
p ? 
mes des valeurs des variables #,, qui amènent tous les points (x.,,y)), 
i 1 


un seul excepté, au point (7%, Yo) alors des p termes de la somme des 
intégrales de troisième et de deuxième espèces qui définissent respec- 
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P? P. 
tivement les transcendantes T, Ce) et J(u, )-, p—1 se réduiront à zèro, 
1 : a i 


et il wen restera qu’un seul, qui sera exprimé ainsi de même par les 
O-fonctions. 
112. Les valeurs d’une fonction symmétrique quelconque des valeurs 
à W(x : ? 
de la fonction ser aux points (£, 4y;) seront connues, lorsque seront 
AVS 1 
connues les valeurs des fonctions symmétriques simples, comme on le 
sait par l'algèbre supérieure; quant à ces dernières, on les trouvera de 


la manière suivante. Désignons par (a,,y a) les Zéros, par (8,93) les 
infinis de la fonction: c he 


1 bæ, 9) 
(D) Lay) 


où # est une valeur donnée arbitrairement; les dernières, c’est-à-dire 
m' 

(B; Ya,)» étant les zéros de la fonction (x,y), sont invariables; les pre- 
1 


miers varieront avec z. Alors d’après le théorème d’Abel [(6) $ 95] 
nous aurons: 


m B AUS S 
y (2, y) 
9 IH ! = log SEISEAN 
k mu CLA 
Yæ y) 


où (x,y) et (xi, y.) sont des points quelconques ordinaires de la sur- 


mn z 
face de Riemann pour F(x, y)=0. A gauche on peut échanger les para- 
mètres avec les limites des intégrales, après quoi nous aurons: : 


. pam) 
III mn? | 
s dar is log H 
(3) | 2! Bray d CA y) L. 
=l E Are 
K (x, Y) | 


p ? p ARE r x 
En posant ici E YEY =, Y= b; et en ajoutant les résultats 


obtenus ainsi, on aura d’après (3) du § précédent: 


à RACE) ) 
T a () = 108 CUIR] 


P /U(a;,b;) y| 
He ai 


i=1 


p 
(à droite IT désignant le produit). 
Jai 
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Le premier membre de cette égalité peut être, d’après (5) du $ 
précédent, présenté ainsi: 


m' m' 


By 
AE Mr iv oe, ERA 
Yn, a= A og À m 


= Si eq 1 [ab peu i Ci) 


en le portant dans légalité AE ERA et en in) des logarithmes 
aux nombres, nous aurons: 


ai (O) 
m! O (un =k | uh, Cy) 


(z, Y) t=1 er 
He Aa e) O (un i, Jug » Ch) 
P j= j? Le F 


(6) 


p 
CR he ? o 
j1 \ X (a; b;) mi TEACA 


i=1 


Us 4 
0(—I, |u » Ch) 
Zo 


Après avoir multiplié à gauche le numérateur et le dénominateur par 
(—1), nous multiplierons les deux membres par le dénominateur du 
côté gauche; posons alors 


Ol» 
t 
? 
ii oii | ce Go) 


past fi i $ 
O (u, — 1A wC : 
- Y (aj, x 
Me- ieh) aN: (D 


jet LG ; (o) 
m! RE à Tu > Cy) 
paa LA 


i=l ip E 
achi C,) 
ce N sera une quantité, qui dépend de 2 comme explicitement, tant par 
lintermédiaire des quantités (ara, ), qui dépendent aussi de z, comme 


on l’a déjà remarqué plus haut. En développant suivant les puissances de Z 
le produit qui reste après cela au premier membre de légalité (6), on aura: 


LM, +, Pa Ey „2 tM, =N, (8) 


où WM,,M,,...M, sont les fonctions symmétriques simples des valeurs de 


P? 
la fonctions * > (x Wan aux points (x.y), que’ l’on cherche. Après avoir choisi 
> i 


arbitrairement p valeurs de 2, soit: 
LE ENT ERT A (9) 


M. TIKHOMANDRITZKY. , 15 


www.rcin.org.pl 


226 Chapitre VI. S- 1125 913. 


et déterminé pour chacune de ces valeurs, comme 2, les valeurs corres- 
pondantes a avec les valeurs correspondantes de y, et ensuite les va- 
leurs correspondantes de N, que nous désignerons respectivement par 


(10) NN Ne. N 


“NS 
d’après la formule (7), nous aurons le système de p équations linéaires 
par rapport aux quantités cherchées M,, M,,...M,, savoir: 


p?’ 
(11) atM + Mer HHM, 6 MEN, 
p 
pour k=1,2,...p. En le résolvant, on aura les quantités M, en forme 
p 1 
des fonctions linéaires des quantités N,,qui s'expriment par les fonctions O, 


? 
où les valeurs de «, sont considérées comme des quantités données. 
1 


Quand on aura trouvé les quantités M,, M,,... M, on obtiendra les 


d(æ,, y) à ? i 
valeurs +) de notre fonction en résolvant l’équation: 
(12) #4 Ms + Me ++ M, + M — 0 *) 
113. Quand on aura les valeurs de la fonction 
E ALE, 
a) — 1,9) 


? 
aux points (x,, y), alors les valeurs de toute autre fonction: 
ai | 


__ W(x, y) 

~ X(x,y) 

aux mêmes points pourront être trouvées de la manière suivante. For- 
mons de la même manière, comme nous l’avons fait au $ précédent, les 
équations, qui seraient satisfaites par les valeurs aux mêmes points de 
la fonction 


| | ei P(x,y) Y (x, y) j 
(3) Z.2 = X(x, y) ę (x, A 


Ps @) dr ; 
pour k=0, 1,2,...p— 1. En désignant par M, les coéfficients de la puis- 
sance p — l-ième de l’inconnue dans chacune de ces équations, nous aurons 


(2) Z 


` Š > FAT N V (Tp Y) À 
un système de p équations linéaires par rapport à LIÉE (æ, y) Savoir: 
Ve t) 
(4) D Z,#——M, . (k=0,1,%,...p—1)**) 
: =i 


*) Voir: Clebsch u. Gordan. „Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, . 1866. 
§ 42. S. 142. 
**) Voir: Clebsch u. Gordan. Ibid. S. 143. 
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En résolvant ces équations on aura les valeurs de Z, en, fonction 
rationnelles de z, respectivement et des quantités connues. Il est à re- 
marquer, que cette expression de Z, par z, ne le contiendra pas à une 
puissance plus élevé que p —1 *). Conformément au théorème connue 
sur la forme générale d’une fonction rationnelle d’une racine de l'équation 
algébrique on peut la rendre, cette expression, entière par rapport à 4, 
du degré p—1, car en multipliant le numérateur et le dénominateur par 


ce dernier — le déterminant 
(15 QE SE 
k| g% 


on aura au dénominateur le discruoiodté de l'équation (12) du $ précédent. 
Si l’on prend en particulier 


TE ; (5) 


£ étant une constante, on aura de la même manière l’équation pour dé- 
terminer les æ,, qui sera de la même forme que l’équation (12) du $ pré- 
cédent. En effet, on aura en premier lieu une équation en Z; en y 
introduisant son expression par x, tirée de l'équation (5), nous la trans- 
formerons en une équation avec l’inconnue x, qui sera de même degré, 
la substitution (5) étant linéaire. Après cela on obtiendra les valeurs ` 
correspondantes de y par la même méthode, qu’on a donné tout à l’heure 
pour la détermination de Z,. En effet, en prenant V(x, y) =y, X(x,y) = 1, 
nous aurons Z = y **). De cette manière y, sera exprimé par x, en forme 
d’un polynôme du degré p — 1 par rapport à 2,, dont les coéfficients, de 


même que ceux de l’équation, qui détermine les valeurs des T, seront 
des fonctions rationnelles de diverses @-fonctions. Pour les systèmes des 
valeurs des variables 7 pour lesquelles s’annulent tous les coéffcients 
de l'équation en x (après avoir chassé les dénominateurs), les valeurs 


p 
des x, resteront indéterminées, comme on a déjà expliqué plus haut. 
s : 


*) Voir: Briot. „Théorie des fonctions abéliennes“. Paris, 1879. Chap. XIII. 
pp. 160—162. . 
**) Ibid. pp. 163—164. 


15* 
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Les fonctions Thétas. 


114. Après avoir montré, comment on résout le problème de Jacobi 
à l’aide des thétafonctions, nous allons développer ici leurs propriétés 
principales, en partant de leur définition même par l'équation (1) $ 110, 
où l’exposant du nombre e est défini par l'équation (23) du $ 107, à 
laquelle nous avons réduit dans le même $ la fonction plus générale, 
qui d’après la remarque faite à la fin de ce $ serait définie par l'équation: 


pP tk 


(1) | (u, | Tu, AA AC +n iD), 


— en intégrant suivant une courbe dans l’espace à p dimensions du point 
p p RSI 

(u®’) au point (u,). En prenant la fonction (1) pour l’exposant du nombre e, 
1 1 f 


on aurait une fonction plus générale: 


P (u, | u®, C AL 


Cy; $ 


(2) Ol, up, 0 A: —€ >] 


qui west pas pourtant indispensable, car d’après les équations (22) du 
$ 107 et (1) du $ 110 on a: 
« £ p 
(0) 
eng i A TEN) 
(3) O (u, | tt ME TE 7 
Ofur — In | ux» 0) 


Les propriétés de thétafonctions dépendant de celles de la fonction 
p 

D(u, |u”, C,), on doit commencer par discuter ces dernières. Dans les 
1 


premières recherches on pourra même au lieu de celle-ci étudier la fonc- 
tion plus générale définie par l’équation (1) de ce $, à laquelle revient 
la première, lorsque le point (6, y) tombe dans le point (£o, Yo), pris pour 
limite inférieure des intégrales de deuxième espèce. 
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p 

115. La fonction (u, u, C,:t) reste finie et continue tant que 
1 


p 4 
les arguments des fonctions J{u,+1,), (4—1,2,...p) sous les signes de 
16 


l'intégration ne reçoivent pas des valeurs, pour lesquelles ces fonctions 
deviennent infinies. Les arguments mentionnés peuvent être réduit à 
des sommes de » intégrales à l’aide du théorème d’Abel; on pourrait 


p 4% 
faire la même chose pour les fonctions J{u,+1,), elles-mêmes, si le 
T'Ẹ 


théorème d'Abel ne devenait pas illusoir pour les intégrales de deuxième 
espèce, lorsque lun des limites de ces intégrales coïncide avec leur 
paramètre. Pour obvier à cet obstacle il faut recourrir à la méthode 


ak 


p 
des limites; c’est pourquoi aulieu de la fonction J(u, +I,), nous allons 
a ir 


considérer d’abord celle-ci: 
p 
JL), 0) 
(a 


(x',y') désignant un point rapproché de (a, b,), mais non pas coïncidant 
avec lui. Alors en posant 


r či æ! p 4 € 
dat pe. (2) 
E =l a; 3 i=l a; 


on aura en vertu de (5) § 98: 
pe 
Jati), =S I, $i, — Da log( P. Et , y'; va), (3) 


? 
(tis Ya,) étant les autres que (£,7.) zéros de la fonction: 
1 >» 
; ; 
Pa, i2,0) (4) 


de la variable indépendante (2,y,), ayant ses p +1 infinis aux points 
? ' ! 

(x,y) et (x,,y,). Au moment, où nous fairons coincider le point (x',y) 
i ; 


avec le point (a,,b,), le second membre de légalité (3) contiendra une 
expression indéterminée de la forme œ~ — œ; pourtant il restera fini et 
déterminé. En effet, aux environs du point (a,,b,) on a d’après le $ 74: 


= pa) (5) 


x'—a 


et d’après (4) et (5) du $ 61: 
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i D P Aey; zay) 
+ p ay La CE 
D:,10g (Pas (2, Y5 Ep y))= = = 
+ P, vieu) 


IF (arsbi) IF, 9) are 
òb GOEIE TAAA N 7 
LE +0) E ul e-n)| 
(6) 0F(a,, b;) 
Le QE, EE æ'—a} i F t'a, + 
=| a  0F(&,y) B,(x—a,)|:|1— Ga R,(x'—a,)|= 
dy' 0y' 
OF (ay, b;) 


db, PSE 
= ae + P (x Jš a); 


donc la différence 
œ! p 
7 ne t b } AA sir: 
(1) I-D, log(P e’, 952,:9))= (a) 
sera finie et + sp et parconséquent il en sera de même de la 


fonction J Qu De Il en sera autrement ques les valeurs spéciales 


; p 
des thay qui Eu BA quelquesuns des points (9) au point E, VAL ou 


m—2 n—2 


tous ces points sur une courbe adjointe de première espèce 9( s , y )=0: 
P? 

dans ces deux cas, comme on l’a vu au $ 71, Pun des points (a; Ya) 
1 


viendra toujours tomber dans le point (x',y), en sorte qu’à la limite, 
pit 
où ce point coïncidera avec (a,,b,), la somme X Il, deviendra infinie, — 


m: Zo 


dans le second cas les autres des points (a, Ya) restant, en vertu de 
$ 1 
; e 
Pégalité (12) du § 71, indéterminés comme les (£4). Parconséquent la 
. 1 t 


p “k 
fonction Tah) devient infinie dans les deux cas mentionnés; allons 
1 
voir de plus près de quelle manière le devient ele. 
? 
116. Soit (x,,7,) lun des points (x,,y,) qui tombent en (£, VAE alors 
1 


on aura pour (z',y) très rapproché de (a,,b,): 
are b,) 


Ty 


(1) 1, +1, =i, = + Ba) 


9 
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quant à la partie algébrique en (3) du $ précédent, elle pourra d’abord 
être représentée en vertu de (7) $ 59 et cer $ 61 de cette manière: 


D, Pan (04'E n9) 
a y) i 
D, „108g a (æ', y’; gand)= : p y (2) 
Pan, y’; %; 11) En Pen (x', y'; T9.) 


p 
De la formule (6) $ 70, après le changement des («,, B) en (%,,y), 
1 $ y 
on tire: 


' + p U vs n—2 p i 
Pen (x sY Ti Y) = Pen (æ,y; a, b) -È Pa, A a, b)œ CT pr » Y Ta y), (3) 
1 1 


p? 
d’où l’on aura dans le cas, où quelquesuns des points (%,,y,),—par 
exemple les ? premiers, — seront très près du point (6,92): : 


P; (£, y'; z, #3 
AN en v Les 
= Paya, b) -X -Ay +P — D)e F9 189) (4) 
-$ Patrie) Ce 9 Eny). 


J=H-1 
En portant cela dans l'équation (2), de même que les développements 
du premier membre du dénominateur et du numérateur de la même 
formule (2), et de là et de la formule (1) dans l'équation (3) du $ pré- 
cédent, on trouve aisement *), que 


æ! p 
lim! IL — D, log ( Pa.: x ,Y;X,Y. =: 
ım ! a k ay 108 ( nel Y $ y,)) w DIE lon bi) 
cu js 2 (5) 
l m—2 n p p 
=A a E p- P a, , Ò k Eoy, 
K, désignant l’ensemble des termes qui restent finis à la limite et ne 


contiènnent pas des puissances négatives des (x, —6) Donc on aura dans 
le cas considéré: 


dy m—2 we 
xt DE d r? ;( a, , b, ; 2a, )+L,, (6) 
i j= 7 


*) Le résultat des substitutions indiquées en (2) pouvant être soumis d'abord à 
la transformation indiquée en (6) du $ précédent. 
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L, désignant la somme des termes ne contenants pas des puissances né- 
gatives des (25). Après avoir multiplié cette équation par du, en 
sommant par rapport à k de 1 à p et en intégrant le résultat du point 
(9 au point Cu) tous les deux désignant les valeurs des variables in 


pour lesquelles sont convergents les développements (4), (5) et (6), on 
aura en vertu de (1) $ 114 et (10) § 101: 


+ $ fra, du,— 


N a, 09) = DARI, 
(1) 4 | pet uf) 


l 
=]og TT (x, —4)+M, 
j=t 


? 

1 
x} désignant les valeurs des z, pour u ura, et M l’ensemble des ter- 
1 


l 
mes ne contenants pas des puissances négatives des (x, —¢). En portant 
cette expression dans l'équation (2) $ 114, on aura: 


l 
(8) yn fup, SETE | (z, —t). eM 
3 j=1 


d’où il suit que pour les valeurs. des variables th pour lesquelles / des 
points CH y,) (par exemple les T premiers) RE en (E£, VAL la fonc- 
tion GONE , Cp €) devient =0'. En vertu de je § nts on voit, que 
la même chose aura lieu pour la fonction @(x, i, y , Ch). 


i 


Il suit de l'analyse re que la fonction @(u, Jup , C,) sera 


Ky lorsque ? des points (x, v) tombent en (x%,,Y,), avec lequel coïncide 


pour elle le point (E, Y). On pourrait lui appliquer directement le même 
analyse. 


M £ 
117. Dans le second cas, celui, où les points (x,,4,) viennent sur 
be 
m—2 n—2 
une courbe adjointe de première espèce &( æ , y )=0, la fonction (4) 
$ 115 se rédüira, d’après le (14) $ 71, à la fonction: 


m—2 n—2 p—2 p—1 
(1)- g( EC YA E, Ve | n Ya, ) 


, 


m—2 n—2 p=—1 
PC 2,9, La 9, jen) 
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p 

qui aura p infinis aux points (x.y), —car on a £, =g; E a A Ens 
1 ; 


et p zéros aux points (É, y.) et p les points (EY), étant les 
S 1 i . 


zéros communs du numérateur et du dénominateur. On aura donc dans 
ce cas par le théorème d’Abel: 


=, NN lra p) (2) 
s ? P + 
en ajoutant cette équation avec (7) $ 100, qui définie les variables 
p 
u, On aura: 
1 
r a 
AL (h=1,2,... p) (3) 
tl a 


mais Cest justement la même forme, que prend en vertu des équations 
(12) § 71 l'expression de #, dans le premier cas, lorsque (x, y,) tombe 
en ($, Y). Donc à l’aide de l'équation (2) qui existe RE dans le 


second cas, celui-ci est ramené au premier. Donc la Gt O(u, | u® SOS E) 


devient aussi égale à zéro dans le cas, où les (& ; 1) “Suit sur la 
m—2 n—2 
courbe 2 æ , y )=0, d'ailleur identiquement, (E, v) étant quelconque et 
2 
(E i y. ) restant indéterminés. 


La même chose aura lieu pour la fonction @(u, (9,0 a): elle deviendra 
api identiquement nulle pour les valeurs des Un qui amènent les points 
CA sur une courbe adjointe de première Ms D’après le $ 100 
dans ce cas t, se réduiront toujours à une somme de p—1 intégrales. 

118. La fonction -P (u, Jep ,C,;E) devenant jtifinte comme logarithme 
de æ.—6 pour z, =$, ponit la formule (7) $ 116, on en conclut, .que 
pour chaque système des valeurs données des variables u, elle aura une 
infinité des valeurs, différant entre elles de 2qri, q étant qe nombre 
entier, positif ou négatif. Comme on a Ti *—i, la fonction Eu, u’, CE) 
maura qu’une seule valeur. Donc la fonction @(«, | u! C,; £) est Me 
toujours finie — parce qu’elle s’annule là, où ut) C,;¢) devient 
infinie, — et continue, — autrement à dire — uinbrphe pour toutes 


? 
les valeurs des *,; elle s’annule dans les deux cas: ou lorsque quel- 
1 < 
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quesuns des points (nv) tombent en (E, Y:), ou lorsqu'ils viènnent tous 
m—2 n—2 


sur une courbe ne de première espèce o( x , y )=0, et dans ce 
dernier cas dentiquement, c'est-à-dire — (4, y.) a quelconque, et 


p . 
(x,,Y,) restant indéterminés. 
1 
119. Nous allons maintenant déterminer la variation, qu'éprouve une 
; p 
thétafonction, lorsque les variables #, s’accroissent des périodes simulta- 
1 


nés; en vertu de (3) $ 114 on peut se restreindre maintenant à la fon- 
tion particulière, définie par les équations: 


P (o) 
(1) P (o) Phu, | W, » C,) 
O (u, lu, Ci) =e , , 
1 
i P Uh ay 
2 (0) ; P 
(2) du, [w 0) =) r (0,4 Jep, + L)) du 


h 


Nous désignerons les périodes simultanés pour les deux espèces des 
intégrales de la même manière, comme au § 104: 


p? 

de K => a a E 
a E 

(4) = 2 (mn, Hn Ny)» 


de sorte que, d’après (10) $ 104, on aura: 
p p y 
(5) Juta tx, Ju), 4 hi 
Il ppp de remarquer avant tout, que les valeurs de la fonction 


Tu), sont toutes différentes, le cas d’indétermination excepté. Soient en 


effet deux systèmes de valeurs des variables u,: 
1 


p r 
A w as , 
(6) h 1—=1 ai 
p % 
(7) VA “2 L 


et supposons qu’on a plus généralement: 


(8) Io }, = = Ts 
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p 
c’est-à-dire, que les valeurs correspondantes de la fonction J(u,), ne 
1 


diffèrent que par ,, le cas Ħégalité y étant compris comme particulier. 
On aura en même temps: 


2 


oi —u, =ËL, (AL, E 5 0) (9) 


l z 
Tu), Ti) = $ il, | (10) 


les intégrales étant prises sur les mêmes courbes respectives dans les deux 
égalités; donc, si le côté droit de la deuxième se réduira à ñ, le côté 


droit de la première se réduira à &,, et de plus (nyi) ri à tom- 
ber en CNA [$ 100]. Si b se réduira à zéro, alors tous les m, et n; seront 
des zéros, parsuite aussi ©, se réduiront à zéro; donc la fonction Ku), 
ne peut avoir des karak égales que pour deux systèmes identiques na 
valeurs des variables t; donc elle aura "5 valeurs différentes pour des 
systèmes différents ie valeurs des variables Up c. q. f. d. — Après cette re- 


marque passons au problème que nous Mik avons posé. 
120. En changeant u, en #,-+&, aux limites supérieures des inté- 
grales dans l'équation (2) du § précédent, nous aurons: 


utr 
ur p 0 F 
Phu, +, | up’, o=), (c + Ju! L)é M, = 
i “4 
p + y u, +0, | 5 a; (1) 
=>f (aix #1) du +E M (00n )) di, 

no) O3, 
5 


en négligeant 2qri et en remplaçant pour cela le signe — par le signe =. 
On trouve aisement le second terme à droite en vertu de légalité (5) 
du § précédent. En effet, on aura consécutivement : 

“tör 5% Uk 5 % 
y (C+ J(u, +H, )) du,— $ (c, + J(u,+ õ, +, )) du, = 
in &} i u® 


(2) 
T à ni "k 5 i x 
aa -HF fi 407 À 
J (CTH) Hie) du, = y (a, Cut L) du, +, (u,—u,) 


u 1 
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et parconséquent : 
uto, 


p j p2 
jea (C470, +,),) du, = 
1 zo 


P F ak ? 
(8) = f( C (C+, H, )) du,+2 Fu, — u) = 


(Q) 
“i 


=p (i, up C,)+ Su, =u"), 


En passant au premier terme du côté droit en (1), remarquons, 


qu’on a: 
A 
2 ce 
| at Odet, ) p) du, e py (o, +-J (+ Ip) dn 


mE: 


$0 ap ©} 
EL (CS 0 du, + f (0, +J (u ROE), )an, k 
0. ay 15, 


mais On a aussi: 
©, 0 


à ak 
AS Ott 1) du S- (0ta i I) iu 
F0 16, o 
; 9 
de ( Ct (u, +0, tn) du KET AG +I (u, iaut 16, 


? P? 
—en changeant u, en —u, dans la première partie de Pintégrale; par- 
r 1 1 


conséquent on aura: 


(0) - 
Ug +0, +4 20 ak 
p f ad 
(6) bi P Otr i)n S (Otdi Sia. 
O) —4ð x F1 


g iii 
En vertu de (3) et (6) l'équation (1) devient: 
: » 
Pu, +5, |0 rgy = P(w, Ju, 0+ 
+36 k a} 
tnah S (O47, H,),) du 
SE To 


2g 


(7) 
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121. ‘Pour évaluer le dernier terme du second membre de cette 
p p 
égalité, nous allons introduire 2p constantes indéterminées #{® et J, pour 
1 1 
les déterminer convenablement après, en remarquant, que Pon a: 
+56% 


$ i (arrati) du, = 


pis (1) 


p p 5 k # ak 
= 0,7) +2 / (+++) du, 


où le dernier terme à son tour peut être représenté de cette manière: 
+16 
t k 


$ f (J, +J (u LJo3T) \ du, = 
ar 7 k k 1! 4? x) k 
20% 


4j 
p A 


=% (ae +41) J(u, +ü iT )e) d+ (2) 
—$ö; 


p Po ak 
+2 y (J, +704 up +L,)) du, . 
—45, o 


Le premier terme du second membre se trouve aisement, car on a: 
+20} 


p p “x p ak 
2y (Tontu +), I, + Hs O du, = 


p +35 10 +10, 


pk k 
=2 J TTL) du, -$ ii Ju T1 ), du, = 
TO 


—(0) ~ _{(e) 
u, —}0 Uh +36, 


4 p + x 
=s Wi AT À J Tu, 1,), du, = ) (3) 
= (o) To 


a) 


SL EC él ), —T(u, +a, ) «| du, T f 1, du, = 


= 
uO 5 Q 
= Saat 
I=1 
g b ð b a d c c a ð b c à 
arabe ppe Pa SSSR CEE T 
a c e e e e e e e e a òb 
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En portant cette valeur dans l’équation (2) et de là dans l’équation (1), 
on aura: 
+50% 


ar (0, +J(u +804 D),)dn, = 


k 


(4) , fa 


2 p ak 
= 2 [( Cy- Jior (ay — uw) i] T $ y: J,+ J(u,+ F ODLI 


où le dernier terme, pour être Jiad, exige que lon détermine con- 


r? p 
venablement les constantes indéterminées «® et J, Il nous suffit de con- 
1 1 : 


naître une valeur quelconque de ce terme, car toutes les autres en 


diffèrent d’un multiple de 27i, comme 297, qui nous peu importe, 


drei 
car e m]. 


122. Si l’on pouvait déterminer ces constantes de manière que l’on 


? 
ait pour toutes les valeurs des variables «,: 
1 
LOT SRE 
(1) J + Iuh pra x L= is (J, + J'(u,+ ts aM 1),), 


(4=1,2...p)— et c’est ce qui est toujours possible, comme nous le verrons 
dans la suite, —on pourrait calculer très-bien le dernier terme en (4) du $ 
précédent. En effet, en multipliant légalité (1) par — du, en sommant 
pour #—1,2,...p et en intégrant le résultat suivant une courbe du 


r p 
point (—4 &,) au point +3 &), on aura: 
1 1 
p “4 2 Ök +44 Ok » ay 
D DJS (rire 1) au, =>, Fu (TIt) 
Ke +10} Can Lo ” 


— l'égalité, qui prouve, qu'’alors l'intégrale prise du premier point 
p? p? 


yI ba i 

(— 5) au second (+5®,) suivant une courbe quelconque dans l’espace 
1 1 

à p dimensions est égale à l’autre, prise entre les mêmes points dans le 


sens inverse suivant la courbe symmétrique de la première par rapport 

` . . P a ` 1,7 s 

à l’origine u,=0, et parconséquent égale à la moitié de celle, prise 
1 


sur la courbe fermée, composée de toutes les deux mentionnées. Il ne 
reste donc que de faire un choix convenable d’une pareille courbe, avec 


? 
le centre de symmétrie en #,—0, pour pouvoir calculer l'intégrale 
+ 
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cherchée. Nous allons choisir pour cela une ligne brisée, dont la figure 
ci-jointe, faite pour le plan de la variable w,, permettra de faire une 
idée; des lignes brisées analogues doivent être imaginées dans les plans 
de chacune des autres variables: 


On a ici: AB—m,o,,, BPC = nw, (parconséquent Ob =% AB— moy 


b0=5B0=4 noy); M0=0G=zm GE=—_ nv, VE=ET= 


2072 g 72070) 


2 
= mu, TPS nus, et ainsi de suite. Le parallelogramme HL 
est le symmétrique de GX; le parallelogramme US est le symmétrique 
de TR, et ainsi de suite. Les variables, en partant des sommets cor- 


respondants des parallelogrammes correspondants dans leurs plans doivent 
varier sur le côté AB suivant la proportion: 


ue PE LAA + s (4) 
W Rat ve 71 


sur le côté BC suivant la proportion: 


eu Pure PT nt DR T, (5) 


Sn .re 
a VAN | 0x1 4 


et ainsi de suite. Les points finales, comme P et Q dans le cas de 


p — 3, représentent, comme il est aisé de voir, respectivement les points 


ia Se EY 
L e et CRUE 


L'intégrale, prise dans le sens positif, indiqué par les flèches, sui- 
vant le contour entier de la figure, est égale évidemment à la somme 
de pareilles intégrales, prises suivant le contour de chaque parallelo- 
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gramme. Pour le parallelogramme centrale ABCD de notre figure, vu que 


B c D 4 B c C 

ə ə ə ə a è a 
a TT a à 
A B C D A D B A 


nous aurons: 


HGM Dk H de 
X TREE IN doc 0 i 
2 vi J+ J(u, — $n, oyta FLA lta mort U +L )j dut 
jm wk k 
, timoa Š 
=D): 
+2 / + J(u, je z cart TA a J= Ju, 3m i ut al T Lp} = 
= i 
510% 
(6) p TAO à + mu, 
=> f (— nn) du,+ 2 A MN py dU = 
D —}n iði 


La 4 
0H 
p 


ne 14 2 ou nn) n 270, 


— d’après la formule (III) $ 85. Pour le parallelogramme MGEK, vu que 
G E K M G 4 E E 
ETE AA e A 
M G E w M K G M 


nous aurons: 


5 +590 i ak 
; + 0) 
2 J A pT J(+ gm wuti 2" Std, + br 
i3 — $m Ok 


ak 
TD) du, + 


il 
=J JT z MO, t mouti NO T Un 


p ) 
à 1 1 AAAS | —() 
T 2 ; / FAI J (utata MT 9 Map t U, F is 
= k 


dy 
CN PO M A D i re 
(7) —J,—J{u,+smo,+sno,— 5 MOT w, hr À 47 
1 
+5mwp 
a f 1 ? 1 i —(o) 
= bt jj (Qu 5 mo, + 3 noat ü, fes L),— 
k=l 1 Zo 
— mowo 


p 
UC morts morta 5 09 + W j +] 1) du, 


p 

1 i 
(l . 
aF 2 Mo Nia” 3 19079) 
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et pour son symmétrique NHFL, vu que 


AE AT E 

Se OR ER 

N H F L H F H N 
de même: 


1 
+ 5 Mo po 


p i aA 
D T) A TE A op t D 


ak 

i 1 1 P, 1 1 0) 

++ J(u— i he T AM. 9 Prat Un + L), du,+ 
(0) 


a i 1 DAR, 

+2 $ J+J (uzmoga M ot 4 ie 

US A 17 Re Ne de MV +a + dn= ® 
k ; E a a E Si r qu 22 Taie 1 


22 Jiz; EE UE 1 
=a iE op viai Lie xt 


p 


1 1 , 
HIU MOn mou 2% t Un D Jus ) Ja 


2 
+$ FA —; 
MMN): (— >n, w); 
2 ( Ma) * (— 5 2039); 


pour leur ensemble, en ajoutant (7) et (8), nous recevrons: 


+5mu) y +3m0 
à Ni nat nie) dut 2 J — nt A Mat Mono) dust 
"a 2 MU) à; =F MO Ja 


(9) 


p 
+m, nongo M," DALS O NL) = MyM 27t, 


— d’après la même formule (IJI) § 85. Pour le parallelogramme VTPR 
et son symmétrique WUQS les calculs restent les mêmes avec cette 
différence, que la place de m,w, et de r,w,, prendront mov, et 7,0, 
AEE et " place de morts mo nœ, la somme: z M Oat 
4 2 in vtr met ND, de sorte que la partie de res sui- 
vant le per ete entier ps la figure, qui leurs corresponde, sera égale à 

mans. 2. (10) 
Et la même chose aura lieu pour chaque paire suivante des parallelo- 
grammes symmétriques par rapport à O: les calculs seront toujours les 
mêmes avec la différence, que la place de »w,, et de #,w,, occuperont 
| 16. 


M. TIKHOMANDRITZKY. 
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chaque fois les press se rapportant au parallelogramme considéré, et 


la place de mouts z \%4 OCcupera la demisomme de tous les périodes 
précédents; de sorte que pour la partie correspondante aux derniers paral- 
lelogrammes on aura 

(11) M, Np- 270. 

En ajoutant tous les résultats précédents: (6), (9), (10)... (11), on aura 
pour la valeur de l'intégrale prise suivant le contour entier: 


p 
(12) iD mn,, 
k=l 
et parconséquent pour la valeur de l'intégrale cherchée : 
+30} 
(13) A (J Hd +49 +1), =ri $, m,n, 
EVA 


123. En portant ce résultat dans la formule (4) § 121 et de là 
dans la formule (7) § 120, nous aurons: 


í) P(u, +&, | uo, G)= Cu, | u, C,)+ 


Mi 7 -0 Q) A Pa n N TOA i 
+È, -7)5,— EURE Mal D iu +ð) +m, nai]. 


En prenant les deux membres de cette congruence (mod. 27è) pour 


lexposant du nombre e, on aura en vertu de (1) $ 117 et de ce, que 
e“=—], l'équation fonctionnelle de thétafonction : 


HPO 
OC, +8, | À C.) Ea 
(2) PEREA EUR venir 2 A 
È m,n, DO J) — (5, -u i] Xith +3) 
k=l P (0) 
= (— S e € Ou, | ws , CG): 


elle exprime la variation, qu'éprouve une thétafonction, lorsqu'on fait 
accroitre les variables des ep PA operei, 


124. Aulieu on ds n° let 0, nous allons maintenant intro- . 
i 
duire les autres: pa et y ”» €n posant: 
(o)  () “Re 
A — 4, =$ (je, + vel) 7) 
J= 
(1) y (k=1,2,...p) 
| C, p J, E o f Vx;) , 


#) On aura alors: = Eo je + Ye 
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c'est ce qui est inlei PAPAS car le déterminant de ces 2p équations 
avec 2p inconnues 2 et 7 n’est autre chose que le déterminant A du 


$ 86 [formule (1)] dé at égal à +(2ri) d'après (5) du même $, et 
parconséquent différent de zéro. Du reste on résout ces équations aise- 
ment à l’aide des relations (1) — (IV) du $ 85 entre les périodes des 
intégrales abéliennes de 1-re et de 2-me espèce. En effet, en multipliant 
la première des équations (1) par —",,, la seconde par œ, et les ajoutant 
pour #=—1,2,...p, on aura en vertu des équations ahia ndoa: 


ZKA) Oy — (u Ci Mt Ori. Mer (2) 


de même, en multipliant la première par ~n et la seconde par ©, ON aura 
après la sommation en vertu des mêmes relations entre les périodes: 


Ç _@)  «) 
2 [(C, —dJ)o,, — (a, — Myl = 2Ti. v. (3) 


En multipliant maintenant l'équation (2) par n, léquation (3) par m, et 
en les sommant après l’addition de g=1 à g=p, on aura en vertu de 
(3) et (4) du § 119: 


? ? 
7 —(o) (), - " 
à (CpI) 0, (x — Up ir] = 27i >> m, E u,n,) . (4) 
= rer | 
P? 
Nous allons aussi changer les variables «, en d’autres, en posant: 
í i 
NIN 
Us — Up = Us LETE ON (5) , 
et la notation même de la fonction, en écrivant: 
I (0) P? (0) n P 
O(u,+u, | u, ,C,) = Ols bi pA (6) 


En vertu des équations (4), (5)et (6), Péquation (2) du $ précédent 
prend la forme: 


À <P i (1) 
Èm,n, 2ri È (vy Mg— pyn) Dintz) À 
OU + Gi M) (— D. COPIE r ET CETAN 


— en écrivant de nouveau u, pour %,. 
En posant dans cette équation soit m,—1, soit #,—1 et les autres 
m, et n, égaux à zéro, on aura les formules: 


p 
P| 1 
+2ri.v, pA (tzu) 


? ? 
Olu, ton; NA LT eur O(u,; bi v); 
; ; (8) 
a, — 2ni. p, Z'ututze, » 
OC, on; BV) e e (us; Br)» 


16* 
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plus simples. Il y en a 2p; par leurs application répétée on revient à 
la formule générale (7)*). 
i 
L'ensemble des nombres (u,,v,) s'appelle la caractéristique de la fonc- 
1 


tion ©, chacun des nombres y, et v, l'élément de la caractéristique. 
125. La plus simple des toutes les thétafonctions, sans doute, sera 
celle, pour laquelle on a 


(1) v, = 0, v, = 0, (A1, 2,...?p) 
c’est-à-dire, dont tous les éléments de la caractéristique sont les Zéros; 
nous la désignerons plus simplement, en posant: 

p p 
(2) Cu: 0,, 0,) = 80N). 
Les équations (8) et (7) prennent pour elle effectivement la forme plus 
simple: 


DENT +5 o, S s 


Oln, + Ou) =e Ne EC) 4 
3 ' ! 
(3) à: : + z Ou) y 
Bm, +o) = bis 


Žr. n, Si +36 A 
(4) 00+) = TIE e O(n). 
Des équations (1) du § précédent il suit, qu'avec (1) on aura aussi: 
(5) Là MER GE wo = wo, R. p) 
et qu’à l'inverse ces dernières ont pour conséquence les équations (1) du 


$ présent, le déterminant des équations mentionnées étant —+(2xi)". 


2 (0) 


Comme les quantités u, ne sont pas arbitraires, on ne sait pas 
Le 


d'avance, si l’on pourrait les prendre pour limites rte de l'intégrale 
dans l’équation (2) $ 119, qui définit la fonction P(w, | u® , C,): on doit donc 
un peu modifier la CTR naturelle de cette ténetioit h Pon prend un 


point différent du point ue ) pour limite inférieure de l'intégrale curviligne 


dans l’espace à p dimeli on ne changera cette fonction D(u, lus W ’,C,) que 


*) On trouvera ces calculs dans notre ouvrage: ,L'inversion des intégrales 
hyperelliptiques“. Kharkow, 1885 (en russe). Cb. V, $ 59, p. 114, qui restent les 
mêmes pour ce cas particulier, car l’équation RP pour thétafonction (9), donnée 
ibid. à la p. 113, est identique à l’équation (7) de ce 
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d’une constante additive et parconséquent la fonction @ que d’un facteur 
constant, c’est ce qui ne fera changer en rien ses propriétés caractéris- 
tiques. Comme d’après le $ précédent les limites supérieures doivent être 


P 
7 — (0 . T ` . 
changées en u HU, nous prendrons aussi pour les limites inférieures les 


(0) 


quantités u! Fus , Où les ug ” désignent des quantités choisies arbitraire- 


ment à la dé condition que w Ha ne soit pas un lieu singulier, et 


définirons alors une fonction Dan) par l'équation: 


+50) p ak 
Den >= pu mS f tra Ih), (6) 
no { Fe 
Uk +u 


Cest ce qu’on pourra, en vertu de (2) $ 119, écrire aussi de cette manière: 
PEN YA) sai OOJ) 7 
(,)— Ce, ) + D(u,- Wi +4, R ( ) 

on peut aussi donner cette forme à PRE (6): 


du, D=o f ii Tontas +1) (8) 


ut 


DUP) est une constante arbitraire. 
En appliquant à la fonction D) l'équation (1) § 123, c’est ce qui 


est possible en vertu de (7), on at 


AU p ATAN Ti j 
Pu, +5) = 2) PALOS s0) F mensri], (9) 
d’où il suivra pour la fonction: 
? 
P(u,) 
é (10) 
justement l’équation de la forme (4); on pourra donc poser: 
Pp 
i P(u,) 
Sppe |: | (1) 


costo équation, de même que léquation (4) ne déterminant la fonction 
CIC ) qu’à un facteur constant près. 


126. Weierstrass appelait cette fonction (11) éhétafonction sans 
paramètres; on pourrait la nommer fondamentale à juste titre, car la 
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plus générale, considérée auparavant, se ramène aisement à celle-ci. En 
effet, on peut représenter l'équation (2) $ 119 de cette manière: 


ak 


(1) Bu, (up, )= o (C, ons É f J,+J(u, +], L,),) dus 


u 


= (0) 


. 0 . Ë : > 
en supposant, que le point ul D n'appartient pas aux lieux singuliers, 


on tirera de la formule (1) la suivante: 


. ? 0) 
Phu, |u C) = 


Pa th 
(2) =$, e \(u,— u®) + iT (+rt+ PL) du = 
KO ; a 
=$, =I u, — 0) + Pu, ~ cap) — PC — LT), 


en vertu de (8) du § précédent; donc, en prenant pour l’exposant du 
pomor e les deux membres du (2), on aura: 


pa J u, — ut 7 Ou~ To) 


(0) ? ré 
Ou, —", 4 


ap 0 . 
En changeant ici u, en u, ut on lui donnera la SR 


$o, — J,)u, O (r+ us E 
(4) Olu +u? | fa, EN S RD RER. PAS 


(3) O(z, M, C,) Tee 


(o) ? 20 
O(u | YA) wp ) 


A 0 —(0 e 2 
en remplaçant ici C,—J, et T par leurs og tirées des 


équations (1) § 124, et en employant la notation (6) § 124 de la fonc- 
tion considérée, nous aurons: 


i p p 
(0 e ) -5 Dem UO CERC yo) 
5 Wi; Po” Vi dé ? 


P P 
© ( 2 (#; qu +Y v;)) 
J= 


127. Passons maintenant à Plétude des équations (1) $ 122, que 
nous y avons posé et utilisé pour le calcul du dernier terme de la for- 
mule (4) § 121. On peut jii ces ab sous la forme: 


P(o) 


(1) Tuti #1 + (a,+ D SR) wi 
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qui nous montre, que les sommes des fonctions à gauche doivent se ré- 
duir aux constantes. Ces fonctions de deuxième espèce dans les p équa- 
tions, représentées par (1), ne diffèrent entre elles que par les para- 
mètres, qui se trouvent placés dans l’un ou l’autre des points fonda- 


P = 

mentaux (a,,b,); on peut généraliser la question sur la possibilité des 
1 

équations (1) et chercher, s’il est possible de trouver des valeurs des 


p 
constantes w, telles, qu’on ait 
2 
i 5 p À Ros : è 
J(— M i); TaT ü)e SE Ce (2) 
P 
J(u,). désignant une fonction de deuxième espèce avec le paramètre au 
1 » 


point G, Y), et C, une constante, qui peut dépendre de ce point. En 


posant . i i 
Le UT = WT wyt = w, ? (h= 1, 2, se p) (3) 


nous pourrons écrire léquation (2) de cette manière: 
? p 
J()e he Ce. (4) 
En différentiant cette équation par rapport à la variable #,, on aura: 


TÉL Tate 
Go (w); ES 


Tite T (5) 
En posant ; 4 
p "ei gi ie 

nA Ah. ©) 


on aura par la formule (1) § 105: 


? 
JE T en, P " 
dv, =H(a, b, | LE] VA) an DP (a, b, Ti Yg) ; 


7 
òT (wi); FA (7) 
| de, —H(a,, b, | $, Yg) Ce D P (t b,; RU z 
En portant ces expressions dans léquation (5), nous aurons: 
r p 
DPs, (a, bp; Les Ye) an DP, (a b, Te, Y) 10 (8) 


comme on à ici k= 1,2,...p, cette équation nous montre, que la fonc- 
tion de la variable (x, y): 


P " ? " 
D; P, 6 y; Ta ; Yz) ur DP, (®, y; Te Ve) (9) 
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s’annule en tous les points fondamentaux (au, b,); mais cette fonction, 


étant la différence de deux fonctions adjointes dó deuxième espèce avec 
le même paramètre en (£, VAL n’est autre chose qu’une fonction adjointe 


ER, n—2 


de première espèce y(x , y); or celle-ci se réduit identiquement à 
zéro, lorsqu'elle s’annule en tous les points fondamentaux, comme il suit 
de la formule (2) $ 53; donc on aura identiquement: 


? Brie 
(10) DPF, (ya. Y) = DPE N Te V)» 


doù il suit, que les deux côtés de cette égalité représentent la même 


foneLien adjointe de deuxième espèce avec les 2p zéros: KEA ea et 


` 


(x: ë} A ); seulement à gauche ce sont ceux du premier groupe qu’on 


Ena comme les zéros arbitraires, tandis qu’à droite ce sont ceux 
du second. Cette fonction pourra être construite, par la remarque du 
§ 61, de la manière expliquée en § 56 pour la fonction adjointe de troi- 
sième espèce, en prenant seulement aulieu de la droite ax + by + ce = 0 
la tangente à la courbe fondamentale au point C, Y), parconséquent la 
droite l.=0, en posant pour abréger 


OF(E, Ye) ÔF (E Yg) 
PR De e ea E, a Due E 


m—1 n—1 


on aura alors, en désignant par Y la fonction %( æ , y ) dans ce cas: 


m—1 n—i 
s P . š Pp i4 Yel z, Y ie, TA E A 
ADDE EY Te Ye) =D, P, E Y Tej Yg) = È 
En ajoutant les équations (3), on aura: 
(13) 2u, = 0, +0; OEE) 


en portant ici les valeurs (6) de v, et de w, cette équation deviendra 
pour t= ran: 


(14) 25, = À 2 (I Dry S (É Ar y ST, 


et permettra de calculer les valeurs de ces constantes, qui rendent pos- 
sible l'équation (2): en effet, _après avoir SAAERIRE algébriquement la 


fonction h (12), en prenant ETETE (2i, sv) on saura aussi les 


zéros non-arbitraires de cette fonction: CHA) et parsuite on pourra 
"g 
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calculer les intégrales en (14), après avoir choisi les chemins d’intégra- 
tion à Peona, On aperçoit de suite, que les équations (14) déter- 


minent les 7 aux airm près. 
Si l’on fait tendre u, aux zéros, les a et w, ARR vers œ, tous les 
+ 


deux, pour —1,2,...p; donc les (2: y) et les (Ty: 4 sui) tendront à 
coincider respectivement aux points Ce» Ye.), C'est-à-dire les points 
LE Eu" 


(2 Yg) et (ze Yg) tous les deux avec le même point (Ces Ye; ), et cela 


pour chaque valeur de l'indice à de ¿=1 à i=p. La fonction (12) tendra 
alors à la fonction 


= m—in—1 p 
Pel £ > y i Cp Yey "+ zyr Yen) (15) 
A : 
et les équations (14) à celles-ci: 
p CE, 
Qu, —<22D1,,  (=1,2,...p) (16) 
= a; 
d’où l’on tire: 
s p CE p (CE p i 
a E - L= = 2L = ZL : (A—1,2,...p) (17) 
=1 & | í=1 y 


p i 
Les nouvelles formules (16) donneront pour les œ, les mêmes valeurs 
1 


que les anciennes (14); en effet, avec la fonction 
m—1 n—1 
A T, Y 3 De, ACTA 
— m—i n—i (18) 


Yr, 9 ‘Ces Vog, | Cr Ve.) 


on aura d’après le théorème d’Abel en prenant convenablement le der- 
nier chemin: 


E aE, a, ; 
PES | í 4 1,) — 0, (19) 
£; Er 
d’où l’on tire: 
P? TEs ‘6; p 7 
2 (L+L)=22L. (20) 
L'équation 
L m—i n—1 
Ye x Y; aa LT fe Ye )= 0 X H (21) 
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représente une courbe adjointe éangentielle de deuxième espèce, nommée ainsi 
à raison de ce; que les points de son intersection avec la courbe fonda- 


mentale F(z, y) 0 coïncidant deux à deux, elle est tangente à celle-ci 


aux points (cs, Me) Le problème de la détermination d’une pareille 


Es 
courbe est un problème algébrique, dépendant de la résolution d’un 
nombre fini des équations algébriques, et parconséquent il a un nombre 
fini de solutions. Nous avons donné aux $$ 54 et 58 la méthode pour 
déterminer ces fonctions *); mais ce qui est important de remarquer ici, 
c’est que cées solutions se répartissent en deux classes, suivant que la 
courbe est propre de cette espèce, ou qu'elle est le produit de la 
droite 1. —0 par la fonction adjointe tangentielle de première espèce, 
c’est-à-dire, lorsque l’équation (21) se réduise à celle-ci: 


m—2 n—2 ij 


(22) LC N i Ea Bal En = 0, 


(eine zerfallende adjungierte tangentielle Kurve) c’est ce qui arrive d’après 
le $ 71, lorsqu'un zéro arbitraire et parconséquent un zéro nonarbitraire 
tombent au point (¢, VAL pour le cas considéré maintenant — lorsqu'un 


point de contact de la courbe tangentielle tombe en (4, Y). Dans le cas 
- de la courbe adjointe tangentielle propre de SR espèce — nous dirons 


de la 1-e classe, — les points de contact (e, a) dépendent du point 


(6, VAE dans celui de Ja courbe adjointe RE de la deuxième 
espèce, impropre,—nous dirons de la 2-e classe, —les points de contact 
pi 


(c,,Y,) en sont indépendants; (C’est — pourquoi la lettre £ ne figure pas 
1 


dans leurs notations) Comme un des zéros de la fonction de dans ce 
second cas tombe en (é, Y)» la formule (17) se transforme en celle-ci: 


ou, en posant 

pi 
(24) Ne À L- P mR 2p) 
plus simplement: 


$ 
(25) pl. (A —1,2,...p) 


*) Voir aussi: H. Stahl. Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1896. 
§ 23, S. 257. 
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Dans ce cas un seul terme — le dernier — dépend du point (¢, VAL 
tandisque dans la formule (17), qui rèste la même pour les solutions de 
la première classe, en dépendent tous les p termes de la première somme. 
— La fonction adjointe tangentielle de la première espèce, qui figure 
dans l’équation (22), se détermine aussi par la condition, que ces zéros 
coïncident deux à deux, algébriquement, et le problème de sa détermina- 
tion possède un nombre fini des solutions, plus petit, que pour la fonction 
Des car ces solutions ne font qu'une partie de celles-là [($ 54)]. 

128. La constante C, peut être déterminée toujours par la première 
méthode dans le cas des solutions de la première classe, aussi que celles 
de la seconde. On a 

p p “E p p TE 
Jen; Jà H; ; (1) 


donc l’équation (4) du § précédent peut être présenté de cette manière: 
p zE, ze, 
2 k+I)=0,. (2) 
Cette équation permet toujours déterntiner C., car en prenant arbitrai- 
rement les points (&: Y) on saura les autres: (Ca VE quand aux che- 


mins d'intégration — elles doivent être les mêmes, que dans les équa- 
tions (14) $ 127. Pour les solutions de la première classe on pourra 


1 "” 
poser u,=0, c'est ce qui réduira (x: ,y.) et (C2 Vs) à (CR Y, ) et 
1 st ©? ? t t Ej 


léquation (2) prendra la forme 


p Si 
22 k= 0 (3) 
j l +, 
d’où l’on aura n 
1 € i 
3l = 2 “a , | s (4) 


? 
mais pour la seconde classe un des points (C; » Y, ) venant à coïncider 
1 6 


avec le paramètre (é, Y) de lintégrale de seconde espèce, ces formules 
deviènnent illusoires et on doit appliquer une autre méthode, si l’on ne 
veut pas employer la formule (2). 

En remplaçant dans léquation (2) § 127 u, par u, +%, on aura: 


p nu 
J(—u,).+J(u,+2u,),= C; (5) 
ALL 1 g ET 
A F 4 ou D 
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en posant ici 


DU 
(6) U, == > i : (E op) 
#—=1 % 


les chemins d'intégration étant ici les mêmes, que dans l'équation, qui ° 


? 
définit la fonction J(u) notamment : 
1 


p m7 
(7) Tu) = ZI, 
nous aurons: | 
P? 
(8) "ee C, j= 0 , 


les chemins d'intégration se réduisant à un point (£o, Yo)*); parconséquent 
l’équation (5) nous donnera: 


?P 
(9) C,=J( +28), 
1 


— une formule qui est juste aussi pour la première classe. Cette for- 
mule a été donnée par Wesersträss. 

129. En retranchant l'équation (17) $ 127 des équations (6) du 
même $, on aura: 


p rE; Pp Pko 
(1) A a aA a a s , 
i i=1 ce. i=j ie- 
Si Ši 
parconséquent 
Pi PY 
2 Se p E; 
(2) > I, sx RS > L 
CE: CE; i Ch 


— Cest ce qui suit du reste directement de l'équation (19) du même $. 
En retranchant de même équation (4) § 128 de chacune des équations 
(1) du même $ et en posant avec Mr. H. Weber**): 


p p 
(3) Zin) = =g Cyt TC +, 


L 0 
*) Car a R où les chemins sont les mêmes qu’en (6), mais parcourrus 
=li 
j p % 
dans le sens inverse; on aura donc en (7) à droite D M, =0. 
i=l To 
**) Über das Additionstheorem der Abelschen Funktionen. $ 6. J. v. Crelle. 
Bd. 70, 5,193; 
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nous aurons (d’après (1) et (4) $ 128) pour la première classe: 


p 7e; p TE 
g(— M) = 2 M; Zany = D M; (4) 
1 cg; i- Ey 
en retranchant (3) $ 128 de (2) du même $, on aura: 
p TE; p 3 . 
S-S I. =0: (5) 
CS | cs tl Ct; 


p 
= — Zhu)» (6) 


c’est-à-dire que la fonction (3) est impaire, lorsqu'elle est de la pre- 
mière classe. Mais la même chose a lieu aussi pour la seconde, seule- 
ment les équations (4) et (5) devenant illusoires, on doit partir de 
l'équation (2) § 127: celle-ci peut être représenté ainsi: 

Cet (H u 


h 


m-s 


1 P o 
a= (i OHI nt a) (1) 


cest ce qui revient à (6) en vertu de (3); pour la deuxième classe la 
constante C; est donnée par la formule (9) § 128, et les valeurs de —", 


et de «u, par les formules: 


"n 


p—1 t z 4 Tr r 
==> Ai n=21 th, (8) 
I= c} 
et en vertu de (19) § 127 on aura: 
p—1 "Er te, p—1 Tey aE, 
2 Ae -(51+1), (0) 


car l'équation (19) § 127 existe aussi lorsque les fonctions Ÿ en (18) $ 127 
appartiènnent aux classes différentes. 
p $ 
130. Les deux classes des fonctions Z (t); présentent une différence 
p 1 
essentielle pour le point u,=0: celles de la première y s’annulent; celles 
1 


de la seconde y deviènnent infinies &'. En effet, d’après (7) et (4) du 
$ 128 et (16) du $ 127 on a pour la 1-ère classe: 


p Cei 


T= > (1) 


{—1 LD 
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p 
en posant u, =0 dans léquation (3) du $ précédent, on touvera donc: 
1 
p 
(2) Z (0); = 0. 


Pour la seconde classe on a en vertu de Ui Sa 127: 


pate 


(3) AA ali ; 
1l a; apn 
donc on aura d’après (7) $ 128: 
i Ce 
(4) é= SI +1 =, 


et parconséquent cette fois, en posant u, =0 dans équation (3) § 129 
on aura : : 


P 
(5) Z0); =. 
131. Nous allons maintenant comparer entre elles les diverses solu- 


P 
tions de notre problème. Les constantes u, et C; sont représenté par - 
1 


des sommes des intégrales abéliennes, respectivement de première et de 
deuxième espèces; mais les valeurs de ces intégrales dépendant du chemin 
d'intégration, nos constantes ne sont déterminées par les formules des §§ 
épais qu’à des périodes respectives près; cependant tous les valeurs 


des ï et de C,, qui ne Ne que par les périodes correspondants, 
Dies b même joas Zu), car si dans l’équation B) § 129 on 
remplace ù, par DER on doit remplacer —; 0, par — 50, — ñ, en 


vertu de la formule (9) $ § 128, mais comme on a: 
RE E: PR 
(1) JC +, + 5) = J(u, LA w); “à 3 gs 


on voit de suite que l'expression de Zn), par la formule (3) § 129 
restera la même. Donc, on ne pourra obtenir les fonctions Zn); diffé- 


rentes entre elles qu’à l’aide des courbes adjointes tangentielles diféřentes. 
Il nous reste donc à comparer entre elles les solutions, répondantes aux 
différentes courbes adjointes tangentielles. 

Si lon prend au lieu de la fonction (15) § 127 une autre fonction 
analogue: 


PCE, 6 ve 


p 
le 9 Ye, ) 
Er Se“ CE; 
(2) Ai i 
$ 
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on aura par les formules (17) $ 127 et (4) 128: 


a EL dé (3) 


p 
testik, (4) 
à Paide de la fonction 


20 p? 
y(x, Y; C» Meisi į es Yes) 


i (5) 
EC, yY; c 51 er Yep! | Ces i? Yo, aj 
d’après le théorème d’Abel on aura: 
CE, Ce, 
2 (hi) =2(%— 2) 0 mata i p (6) 
et parconséquent =w,; et en vertu de (7) du § 95; 
p fg 
2} re =Q— Q= (7) 
EEL O 
— parconséquent =h, les chemins d'intégration étant les mêmes, où l’on a: 
à | 
a= (m, oyt r, CRE UERS p) 
ja (8) 
N= ; (m, Me; +; Me j); 
S j=i 
donc on aura: 
LE MR La 
U, =U + 3 r A ee o E 7) (9) 
Lot. 3 1 — 
IOa EL (10) 


Ces formules conservent leur forme aussi dans les cas, où l’une des 
deux fonctions en (5), ou même toutes les deux, seront remplacées par 
une fonction de la deuxième classe : 


m—2 n—2 


KOCE, Y 50n] Go 9) RER) 


et pour la première, (9), reste la même aussi la manière de l’obtenir; 
quant à la seconde, (10), — on aura par la formule (9) $ 128: 


y ne ARE Pai is ie 
GG 2), =I (+ 2u, + = de 24). H= C+. (12) 
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P? 
132. Si l’on porte les valeurs de u, et de z0; des équations (9) et 
1 
(10) du $ précédent dans la formule: 


1 P 1 ' ? de 
(1) Z (EE a Per us): ; 
formée d’après (3) § 129 avec les nouvelles constantes, on aura: 
F4 1 12 ? LE 

(2) A SC Set Ju + 3 Va e 9 
et en vertu de la formule, rappellée: 

A PTT r Z PA 
(3) | Gest (ut 32a); 


Cette formule peut être obtenue aussi de la manière suivante, qui fait 
sortir aussitôt la propriété de la nouvelle fonction d’être impaire. On a 
en vertu de la formule (3) § 129 et de la propriété de la fonction de 


p 
deuxième espèce J(u,), [$ 104], rappellée en formule (1) $ 131: 
1 
A sil p? U 
(4) Z(u,+0,).=Z(u,): +1, ; 
a ce il HAE 
RATE HE TE pes ; 
en remplaçant ici u, par #,—.,w, et en retranchant -5 N; des deux 
1 1 


2 
membres de cette équation, on aura, vu que d’après (6) $ 129: 


AE PR a RE 
(5) sr Vu ni Pc BU DE à 
cette équation: 
Fran r- PAOS le 
(6) Zu + ra) sm (2C- Mg ds T) 


qui démontre la propriété énoncée de la fonction définie par l'équation 
(3). En comparant cette équation transcrite à l’aide de (3) $ 129 avec 
cette formule on arrive aux relations (9) et (10) du $ précédent. 

133. La formule (3) du § précédent ramène toutes les fonctions 


? 
Z (u): à l’une d’elles. Après lavoir choisi arbitrairement, on pourra 
1 


désigner les autres avec Mr. H. Weber *) de cette manière: 


1) a R, ART 
Aa 25 Eo UV —= Le u 
( -nj , igy. ta 0, - af : Gi M 8? 


#) Zur Theorie der Umkehrung der Abelschen Integrale. J. v. Crelle. Bd. 70. § 8. 
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en posant: 
M; | ,? T ti ARE 

z| a Ghata (2) 
1 


p 4 
où les quantités œ, et n., sont définies par les équations (8) $ 131. 
1 » 

(TPE 
L'ensemble des nombres |z. | on peut nommer la caractéristique de la 

1? 

p ; 
fonction (2) par rapport à la fonction Z(t) car ce concept est relatif 
à la fonction, prise pour la fondamentale, nat la caractéristique in éd 
arer celle-ci d’après une loi, du reste, très pe En changeant w, en 
1° 
+5, dans LE bras (2) et retranchant Te de ses deux membres, 
les quantités 5. et N; étant définies, par les équations analogues au (8) 
1 


§ 131, on aura, comme il est aisé de voir: 


rl nti ö,) =Z ae OS (3) 


donc relativement à la fonction (2) cette nouvelle fonction aura pour la 


m; y 
caractéristique E | et on peut écrire: 
j 


1 
al K o o 


SLR 
On trouve de même, en partant de la fonction z| cu. 
i 
Fag P- 
mM; n M m; 
a a E 0 


De ces formules on déduit cette loi de M des caractéristiques: 


f= 2? £ ENNS. 
F aak ea HR 
ue CT MT AT 
qui est commutative, comme on le voit, et s’énonce ainsi: pour composer 
deux caractéristiques il ne faut qu’ajouter leurs éléments correspon- 
dants: ces sommes des éléments correspondants des caractéristiques com- 


posantes seront les éléments correspondants de la caractéristique 
résultante. 


M. TIKHOMANDRITZKY. ‘17 
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134. Les éléments de la caractéristique peuvents être réduit à l’une 
des deux valeurs: O et 1, car, comme nous l'avons vu au $ 131, les 
autres, en différant de l’une de celles-ci vx un nombre pair, ne con- 


duiront p à des nouvelles fonctions Z( (u n)g car les valeurs des con- 
stantes ü, et de C, différeront des sousentendues maintenant par des 
1 
périodes simultanées. Chacun des nombres m, et n, pouvant recevoir in- 
"4 


dépendamment des autres deux valeurs, O et 1, nombre des solutions 
différentes sera égal à 9". Elles seront réparties en deux classes; en dé- 
signant par N° et Ne les nombres des solutions de la première, res- 
pectivement de la deuxième classe, nous aurons une première relation 
entre ces nombres: 


( 1) N”” iy N? — 


97 


Il n’est pas facile de trouver directement la pr rt de ces nombres: 
) (p) 

Ni r iae i ”. Nous verons tout à Pheure, que N” est le nombre des ca- 

PR ETES pour lesquelles on a: 


? 
(2) À m;n; = 0 (mod. 2), 


et Ne le nombre de celles pour lesquelles on a: 


(3) | D mn, = 1 (mod. 2); 


J= 
on appelle les premières paires et les secondes — impaires. Désignons 
p—1) (p—1) n 
par N; et N; les mêmes nombres pour le genre p—1. En ajou- 


tant aux éléments 


| m, | m | m | 
1 2 | “p—1 
(4) Fra re 


une colonne nouvelle, on apperçoit de suite, que seulement dans le der- 
nier cas de ces quatres possibles: 


(5) 


les sommes en (2) et (3) s’augmentront d’une unité, et parconséquent 
la caractéristique passera dans l’autre des deux catégories. Donc on 
aura les relations suivantes: 


(p—1) (p—1) 


(6) + SNS Ne 


1) UD 
3N; EF N; ? 


( 4: (p—1) 
ENE N, 


en retranchant la seconde de la première, on aura: 


(7) A(N” sé MAL MT) N° ne 
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En changeant ici p en p—1, puis en p—2,... enfin en 2, et en multi- 
pliant entre elles les équations reçues, nous aurons: 


| HET». hui M) re N'a NË’; (8) 


mais dans le cas de p=1 toutes les caractéristiques possibles sont celles, 


que nous voyons en (5); donc on a N° 8, N? =1, Ni N? —2, et 
la dernière équation devient: 
N° NT = 9? (9) 
Des équations (1) et (9) on tire de suite: i 
“ii : (10) 
Wr: (2 Ea ). *) (11) 


135. Après ces recherches générales sur l'équation (2) $ 127 reve- 
nons aux p équations (1) du même $. Pour satisfaire par le même sys- 


2(0) 
tème des valeurs &, à toutes ces équations, qui sont comprises en (1), 
1! 
on doit faire emploi des solutions de la seconde classe, car alors seule- 
? 
ment %, auront la forme (25) § 127, où (5, Y) doit être remplacé par 
1 


(a,,b,) pour Tléquation (1), k recevant les valeurs 1,2,...p. En vertu 
de l’équation (9) § 128, vu qu’en (1) § 127 le lieu đe C, tient — 2J, 
nous aurons alors: 


Mis Poa 7 
IT, =— 3I (a +26, +) (I =R e E (1) 


7(0) $ 
Comme les valeurs de w, , données par la formule (24) $ 127: 


wo AR 
= =5 Í- à> h, B=, 2 p) (2) 


et les valeurs (1) de J, ne sont définies qu’aux demipériodes correspon- 
dants près par ces formules, on aura ainsi 2” thétafonctions différentes, 
dont chacune peut être prise pour thétafonction fondamentale, par la- 
quelle s’exprimeront toutes les autres par la formule (4) $ 126. Comme 
les autres valeurs des constantes N et J en vertu des formules (9) et 
(10) § 131 sont: n 


SP e 
U;, +9 Ow (h=1, 2 2-0) (3) 


Le 
JS té el, 2,...2) (4) 


” Varie E Stahl. Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1896. S. 214—215. 
17” 
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posons dans la formule (4) $ 126: 

LL Pa SIDE o MON RE 
(5) + Cul a Ea !, (i=—1,2,...p) 
(6) UJ =- sm, (k=l, NTE 
et nous aurons 


(7) O(u,+ u” fup, Dien 7 a CR 


P? 
en supposant toute fois, que 8G 5) est différente de zéro, car autre- 
ment cette formule serait. illusoire. En comparant les équations (5) et (6) 
avec les équations (1) $ 124, on voit qu’elles deviendront identiques, 
si l'on prend DS Thy HR donc en vertu de (6) § 124 on peut 
- écrire ainsi la dernière équation: 


(8) O (u; 


136. Une autre formule exprimant l’une par l’autre les deux théta- 
fonctions, dont les paramètres sont liés par les relations (5) et (6) du $ 
précédent, qui aurait lieu dans tous les cas, on tire de la formule (8) 


? p 
$ 125. En désignant par P (u) ce, que devient D(u,) lorsqu’on remplace 
? 1 


É | 
a, et J, respectivement par les valeurs (3) et (4) du $ précédent, 
nous aurons: 


Pi) — D()= $ R (7s Saut JC + ta 55+ I Ip) du, = 
MO 
“i 


k 


u +iv 
TAC (his 3% à GT 
4 à NE 2-29; (a+ $, “i (J GE w, +L) du = 
—1 k=l A Le 2o 
u 20k 


1%- ; ' 
= 3 È mo Hota a) — pu +3) 
donc aussi: 
aN JA Tyt 
O,(u,) e O(u,+ > y) 
(2) Re — "©, 
4 RANET 
AO » PASS we 4 
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d’où l’on aura 


1$- 
p Le De —5 2 FR 
o= E anhe ] Ofu 3), (3) 
en posant pour abréger : 
20) 
Oilur ) AE A 
ET =K(m, n). (4) 
2 2 «) ? 


Fo Nu 
e a ia KOSEL) 


P2) , JERN s na sa 
Les u, étant arbitraires ici, on peut toujours les choisir de manière, 


que ni @ O s ni IOA + 50) ne soient égaux à zéro. L’arbitraire au 


ici à re de ce, que i fonction théta n’est défini par l'équation, d’où 
nous sommes parti, qu'à un facteur constant près. La formule (2) 
a lieu dans le cas, où m, et n, sont des nombres entiers quelconques, 
comme on le voit par la méthode employée ici pour la déduire. 

137. Toutes les thétafonctions, que nous avons considéré dans les 
deux derniers $$, jouissent de la propriété d’être paire ou impaire. En 
effet, en vertu des équations (8) et (11) du $ 125 nous avons: 


log Bu D= + È Fe (Jt Ilut aD) du,; (1) 


ul) 


donc 
d log OC) =È( + J(u,+u u- L)) du; (2) 


ici le second matoia ne chango pas de valeur, en vertu de (1) § 122, 


lorsqu'on change u, en — n; donc on a: 


? 
dlog O(— m) =d log O(m), (3) 
et en l’intégrant: 


? ? 
9(—%) = 00 (u), (4) 


en désignant par C une constante. Pour la trouver remplaçons de nou- 
p ? 


veau u, par — w, ici; nous aurons: 
1 i 


r p 
B(w) = Q O(— u); (5) 
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en multipliant les égalités (4) et (5) entre elles, nous aurons, en rédui- 
sant ci-après: 


(6) læ 0, 
d’où l’on aura: 
(7) e 


En portant ceci dans l'équation (4), nous aurons 
? ? 
(8) o u) ec O(u,), 


ce qui démontre la proposition énoncée. On voit par cette démonstra- 
tion, simple et élégante, due à Mr. V. Ermakoff, qu’elle est une consé- 
quence immédiate des conditions (1) $ 122, auxquelles nous avons assujeti 


~“ 2 (0) \ i 
les paramètres J, et %,, que nous avons introduit d’abord pour mener 
1 1 


à fin nos calculs de l'équation fonctionnelle de théta générale. Les con- 
ditions mentionnées, qui forment un lien entre la théorie de cette fonc- 
tion et celle des courbes adjointes tangentielles, trouvées et utilisées pour 
la première fois par Clebsch et Gordan dans leur „Théorie des fonctions 
abéliennes“, prennent donc leur origine dans la nature des choses. 
Lorsque dans l’équation (8) aura lieu le signe supérieur, la fonction 


P . - y . 
O(u,) sera paire, autrement — impaire. En posant dans le dernier cas 
1 


P 
:. „= 0, nous aurons: 
1 


? p 
(9) 8(0,)=—8(0,)=0, 
P? 
la fonction O(u,) étant finie et continue; donc pour cette fonction impaire 
1 
on aura: 
? ? 
(10) log8(0,) =8(0,)=— %, 
1 1 


et parconséquent les fonctions 


(11) J 


k 


p ay 

! — (0) 

+J u,+U, +D, EEs p) 

1 LA 

qui en sont les dérivées partielles par rapport à #,, sont de la deuxième 
p 

classe, car celles de la première classe restent finies pour u, =0, comme 
1 


on l’a vu au $ 130. Donc les fonctions de la première classe amènent 
aux thétafonctions paires, celles de la deuxième classe aux thétafonc- 
tions impaires. Pour que ces dernières conduisent aussi aux thétafonc- 


? 
tions paires, on devrait avoir @(0,)—0?, et pour cela, la fonction ad- 
1 
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jointe tangentielle de la ahea classe dégénerant en celle de la 
deuxième, deux des points (es, De ) devraient venir à tomber dans le 


point ($, Ye), c'est ce qui ne Pr avoir lieu dans le cas général, en 
exigeant des certaines relations entre les coéfficients de l'équation 


mn 


F(x,y)—0. Par suite le nombre des thétafonctions paires est égal au 


nombre des fonctions de la première classe, c’est-à-dire à 27 (2 + 1), 
comme on la vu au § 134, tandis que le nombre des thétafonctions 
impaires est égal au nombre de celles de la seconde, c’est-à-dire à 
D ASC ES VS 

138. Toutes ces thétafonctions, paires et impuires, on déduit aise- 
ment de la thétafonction fondamentale d’une manière analogue à celle 


? 
que nous avons employé au $ 133 pour la fonction Zlu); 


En remplaçant dans l’équation fonctionnelle de thétafonction fonda- 
mentale [(4) de § 125]: 


BS, Fret j Ou) (1) 


ane E 
les variables u, par u 12% et puis en multipliant les deux membres 
1 


Te AON RSS 7 
e Ou, +56, zrei (— 1) jH #, Lure O(— UT g 1a (2) 


où l’on doit prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que la fonc- 
tion théta fondamentale est paire ou impaire. En posant pour un 
moment 


1 
-F È hh ak 
f(u,;m LE n,)=e à Outa o), (3) 


on voit par (2), que cette fonction sera de même parité que la théta- 
fonction fondamentale, lorsqu’on aura 


? 
À m,n, —0 (mod. 2), (4) 


et de parité contraire, lorsqu'on aura 


p 


| īm ji, = 1 (mod. 2). (5) 


x 
I| 
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En vertu de l'équation (4) de $ 125 on aura pour la fonction (3), 
p p 
en y changeant «, en w,+&,, cette équation: 
1 1 
{ 
1 © $ 
O 
f(u, + Dhs Myy n) =e n O(u, 2 On 7 0) FT 


Èm, n —. DAO rh Sie, +58,+36) 
+ ES ue et” O, + 5%) = 


_—_— 


p 1 p SSE da p A js, 

Zn, n — ad o, Ty) PAUCA E a, p 
l A GT E e La id fu; 5 Myy N), 
ou, comme daprès les relations de Weierstrass entre les périodes des 
intégrales abéliennes des deux premières espèces (I — IV) § 85 on a: 


CREER. = RAS de 
(7) 2 3 (ñ,®, —8,1)= mi 2(, M, Ny — 5r My) $ 
définitivement: 
s F EE e 
(8) fu, + LP n,)= 


p p 
. 1 l- = LS 
$n, n; ri D (gm m, — z M,n,) 2 ilta &,) 2 
—(—1) CHA. e PCs m, , 7). 


En comparant cette équation avec léquation (7) du § 124, on aperçoit 
de suite, que la dernière devient identique à cette équation (8), en y 


Li t PT 
prenant p, =z M, Y, =z”, pour toutes les valeurs de l'indice h de 


d 
1.à p; donc la fonction ji mM, n,), définie par Péquation (3), me 
) Ei? 


à 


diffère de la fonction (x; z’) que par un facteur constant. En 


h? 5% 
le désignant par Km, a, ), ‘comme dans le $ 136, nous pouvons donc 
1 


écrire, en ayant égard aussi à l'équation (2), cette double équation: 


An PE Wo ; P 
M 3 7) =E (m, ki e C BEI Ta SA 
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Comme on a dans le cas de m;, n,, M, n, entiers: 


1, GE GA 
mdg NM, — à mn.) 2 (m,n, +7,m,) 
=(—1)" > (10) 
et 
m,n, +m,n n,m, =(m, H m, (n, Hn) — Mys (11) 


on pourra maintenant écrire l’équation (8) de cette manière: 
| p 
O (u, tõ, 1 


PE m E 
5 M) = (12) 
nl £ s. odh: Aw a 
Dn,n, > (m, + m,n, +n) Bilut 2 &,) 
= 


Da Le 
O (u i SARS, ñn,). 


? 
139. En posant u,=0 dans léquation (2) du $ précédent, on aura: 
1 


Eai n, 
1 ir 
ogi =t 1) 8GS). (1) 


Dans le cas de 


D, 
E a ONE + S (2) 


cette équation (1) ne peut avoir lieu que lorsqu'on a 


0(®,)=0; (3) 


1 


donc la fonction théta fondamentale s'annule pour « 123% , dans le cas 


(5) du $ précédent, lorsqu’elle est paire, et dans le cas (4) du même $, 
lorsqu'elle est impaire. On appelle les caractéristiques, satisfaisantes à la 
congruence (4), paires, et celles, qui satisfont à la congruence (5), èm- 
paires; on peut transporter cette dénomination sur les demipériodes cor- 
respondantes et exprimer ainsi le résultat obtenu: i 

„La fonction théta fondamentale s’annule pour les demipériodes im- 
paires, lorsqwelle est paire, et pour les demipériodes paires, lorsqu'elle 


est impaire.“ 
p 


En posant u, = $ &, dans léquation (9) du § précédent, on aura 
1 


5 
R + = 
oGs, zys = rA (4) 
lorsque 


ol} GE 5,))=0, (5) 
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parconséquent, dans le cas, où théta fondamentale est paire, lorsqu'on 
aura 


P 
(6) D (m, + m,) (n, +7,)=1(mod. 2), 
= f 
et dans le cas, où théta fondamentale est impaire, lorsqu'on aura 


r 
(7) D (m, +m,)(n,+n,)=0(mod. 2). 
= | 


Ces zéros sont les plus remarquables; ils étaient nommé par P. Po- 
krowsky *) les zéros principaux de thétafonction considérée; dans le cas 
de p=1 il n’y a pas d’autres; mais dans le cas de p > 1 il y en a une 
infinité d’autres, comme il suit des formules (7) et (12) du § 100, d’après 


P . 
lequelles #, se réduisent dans ces cas aux fonctions de p— 1 variables, 
1 


liées par une équation. 

140. Après avoir déduit les propriétés principales des fonctions 
théta générales de leur définition même par les équations (1) et (2) 
du § 119, nous pouvons maintenant passer aux thétafonctions spéciales. 

Les intégrales de seconde espèce, considérées jusqu’à présent, étaient 
les plus générales, qui s’expriment d’après la formule (6) § 79 ainsi: 


x PA d g 
FR ll, =, +2a;l, (FE LS; .p) 
ae EU =- J 


To 
T 
Ie étant une intégrale particulière de même espèce. Les constantes c, j 


satisfont, rappelons-le, à la seule condition, que soit €= c¢,. En faisant 


le point (x,y) décrire la courbe À, ou B, Pintégrale (1) s’accroitra 
respectivement de 


P 
PEES, SN 
(2) Nir = Mn +2 Chd 
ou de (h=1,2,...9p) 
(3) ni = T y + j à CHO PE 


On peut maintenant déterminer les constantes c,; par la condition, 
qu'on ait: 


(4) na + Eco, =0, (a —=1,2,...p) 


si le déterminant 
11 7 p 


(5) 2 =o) W | 


3h 
2 ANR at TA p 

*) P. Pokrowsky. Théorie des fonctions ultraelliptiques de la 1-re classe. Moscou, 
1887, (en russe), p. 199, $ 25. Aussi à voir: Recueil Mathématique (Sbornik). Moscou, 
t. XIII, p. 245 et 409. 
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de ce système d’équations est différent de zéro. On peut le supposer, 
car par une transformation linéaire à coéfficients entiers des périodes — 
c'est ce qui revient à remplacer les courbes À, et B, primitives par 
d’autres, composées de celles-là, — toujours peut on faire, qu’il en soit 
ainsi. La manière la plus simple d'arriver à ce but serait à remplacer 
quelquesunes des lignes en w,, (k—1,2,...p) du déterminant (5) par 
les lignes en œo, (h—1,2,...p), car tous les déterminants possibles 
déduits de cette manière de Q (5) ne peuvent pas être —0, car alors 
d’après le théorème connu de Laplace sur les déterminants le détermi- 
nant A [(1) § 86] serait de même —0, tandis qu’il est = + (2xi)” , comme 
on a trouvé là. — En posant 


Be DU (6) 
on tirera des équations (4): R l 
= 2 urine | (1) 
En permutant ici Æ et g, on aura: 
p 

PR ASN 2 SE pa (8) 

Il est aisé de s'assurer, que la condition 
st (9) 


est remplie par ces valeurs (7) et (8), et cela en vertu des relations de 
Weierstrass (I) $ 85, qu’on pourra écrire de cette manière: 


p p 
k 
2 or 2 Dr (10) 


En multipliant cette égalité par 2,2,, et en sommant par rapport à 
q et r de 1 à p, nous aurons: 


p P? p p p p 
2 2 20,0, 2 2 2,022 tr lir’ (11) 


mais à gauche la somme par rapport à r est —1 seulement pour l= k, 
autrement à zéro; de même à droite la somme par rapport à q est =1 
seulement pour l= g, autrement à zéro; donc cette égalité (11) se réduit 
à celle-là: 

P A 

ÀO, TA. (12) 
Cette égalité ayant lieu pour les intégrales générales de deuxième espèce 
aura lieu aussi pour les intégrales particulieres a: mais alors en vertu 


des équations (7) et (8) elle se réduit à légalité (9), qui est ainsi démontrée. 
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En portant la valeur de c, au lieu de C — Cest ce qui est permi 
en vertu de (9), — d’après (8) dans ste (3), on aura: 


(13) = A — de, Do n° 
ja Ei  ? 


En multipliant cette équation par +50 et en sommant le produit 


par rapport à k de 1 à p, nous aurons pour l’exposant de e dans le 
second membre de la deuxième des équations (3) $ 125 dans le cas 
spécial considéré une expression de la forme suivante: 


p r 
i 1 (c) (0) 1 
(14) Zum so mn) = CEE 3 %) -Ÿ o, Dnt Sot 3 Lm) 
Elle deviendra plus simple si l’on pose: 
p 
(15) 29, aT, 


(16) | | Š= r 

On aura, Cest ce qui est important de noter: 

(17) PE 80 

Pour le démontrer, il faut partir de l'équation (3) du $ 88 (de Riemann), 


qu'on peut écrire ainsi: 


p? d 
EŞ 
( 1 8) 2 Om m= 2 Opm 


m= 


En multipliant cette égalité par ©,9,, et en sommant par rapport à g 
et k de 1 à p, nous aurons: 


p p ? 
(19) > 2°, Un 2 2 mm im M +2 2e Mig gm S ken 


mais à gauche la somme par rapport à k est —1 seulement pour m= h 
autrement à zéro; à droite la somme par rapport à g est —1 pour m=}, 
autrement à zéro; donc cette équation revient à celle-ci: 


p p 
(20) E a iae A E © 
2 gl gh 2 kh kl? 
où le second membre se déduise du .premier simplement par la permu- 


tation de % et l, tandisque le premier d’après (16) est égal à t; par 
suite le second est égal à *,,; l'équation (17) est done démontrée. 
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Les équations (15) et (16) peuvent être tout de suite résolues par 
rapport à w, la première et à w, la seconde. En multipliant chacune 


de ces équations par ©, et en sommant par rapport à Z de 1 à p, en 


vertu de ce, que la somme DER o „=l seulement pour k=g, autrement 
à zéro, nous aurons: 


P? 

“u => t» (g =1,2,... p) (21) 
P 
3 


DaT Sr , C EED e N) (22) 


en ayant égard pour la dernière à (17). En portant la valeur de w, et 
celle de w,, des équations (21) et (22) pour g=k dans le premier terme 
du côté droit de l’équation (14), et en transformant son second terme 
à l’aide des équations (15) et (16), on aura un résultat, qui pourra être 
présenté ainsi: 


P 
nala ta “Dg= DCE 2 SDN — 190 o,,), (23) 


en réunissant les deux termes à droite après y avoir changé pour 
cela la lettre sommatoire j en k. Mais d’après les relations de Weier- 
strass (II) et (III) § 85 la somme en k à droite se réduit à zéro pour 
1h, et à — 27i pour l=h; donc on aura définitivement cette équation: 


a, Le 1 
nal, Hg Or) = 2t g Tm) s (24) 
où d’après (16) on a 
= eo! TE (25) 


L'expression (24) sera l’exposant de e dans la deuxième des équations 
(3) $ 125; dans la première en vertu de l'équation (4) il se réduira à zéro. 

141. En portant u, +®,, aulieu de u, dans l’équation (15) de § pré- 
cédent et en marquant pour le moment la nouvelle valeur de v, par la 
lettre k, placée en haut entre paranthèses, nous aurons d’après (15) et 
de ce que | 


Č — 0 (AZ) 
Q 1 
2 MH = (h=1) (1) 
les deux égalités suivantes: r 
y” ; 
let à QZh) 
v 
(2) 
D) = 9, 1. 
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En portant dans la même équation (15) du $ précédent #,+,, aulieu 


de u, et en désignant par Lt la nouvelle valeur de v, qui en résulte, 
nous aurons d’après les équations (15), (16) et (17) du $ précédent: 


(3) o =op, (G=1,2,8,...p) 

En introduisant maintenant les variables v, aulieu de 7 dans les 
équations (3) $ a appliquées au cas spécial considéré de Ta fonction 
fondamentale E(u,), que nous désignerons par Buln) ai ce cas jati 

1 
et par do), lorsque y seront introduit les ARYA v, aulieu de u, de 
/ 1 
sorte qu il sera 
? x p 
(4) Gulu,)— 0(P,); 
nous aurons: 


(5) D(v,,v EE V0 Lodge 0,) (0,0, 0, 1,001 ,...0); 


z 1 
— 9ri(v, ++.) 
(GR OL ET RS. 0, Ty) =e GT Tu D(L,,0,,...0,). 


La première de ces équations peut être de suite généralisée ainsi: 
(7) (v, + m,,0,+m,,...0,+m,)=0(0,,0,,...0,); 


? P? 
dans la seconde nous changerons », fois v; en V;+-Tw, et multiplierons 
1 1 


les résultats; nous aurons: 


. 1 
—2mi(n v, H En? p 
(8) do, +n Ri T) =€ n ERA n) 20:9 


de la même manière nous aurons aussi: 


« 1 
p? = =” p 
(9) Ifo + nT) =e Zwi (n,o, t- 21 n) Ù(v,) ; 
1 1 
en changeant ici v, en ®,+n,7,, (pour k—1,2,...p) et en multipliant le 
résultat par l'égalité (8), après une réduction facile nous aurons: 


1 
dE ES E 
2xi(n,v,+ nv (tani t2 n,n 


D) 
(10) Do, mnt mp) = e rite MT Tui Dn). 
1 


*) car Ser- 1): 


h=1 
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En répétant cette opération p fois, on aura la formule: 


[ae jae 
4 2ri\ 2n,v, HE (2) M 

(v, - t En) = e T d(v,), (11) 
1 


où l’on a posé pour abréger: 
an) = È er Ln i (12) 


En changeant dans cette formule (11) o, en v tm, m, Sian des 


nombres entiers, on aura d’après (6) et se égard à ce, que nm 
est un nombre entier, la formule la pa générale: . 


sv Le HE) Aia 


Dv, Hit NT) es gs ra (v), (13) 
À, fe 1 


pP 
où lon a porté aulieu de z(#,) son expression d’après l’équation (12). 
1 


—Ti.4 


A 
En remplaçant ici Y, par D am, T -y Êns ny YU que e 


—(—1) lorsque q est entier, et ayant en vue qu'à cause des relations 
P? ? 

(15) du $ précédent entre les anciennes variables M et les nouvelles vx la 

thétafonction Rite on (4) du $ présent nt une fonction peki 


aussi des variables Py c'est-à-dire, quon a 


au) = D0), (14) 
nous aurons: 
1 
dw, R L m,- ri Sn Ty) = 
j= 


1 (15) 


M nN, — Ti di -20 p 
rs k=i =! E. Eee D 

=(— 1) e ÿ ( z v, To M, E 2 2") + 
ou, en multipliant les deux membres de cette égalité par 


p p 
r 1 1 
vi D nv + at D) 
l Ee m , cette autre des 


pg zi Šin, (o, + m: tI l $n n, Taj) 
€ — 
dv t aat 3 ue: = (16) 
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En posant 


(17) 


1 Pia p | j—=1 
=0w, +3 m, -+ 5 25) e ; 


on pourra écrire l'équation précédente de cette manière: 


p 
> A 
(18) [ie Geena" y e. 


Cette équation fait voir que la thétafonction, définie par l'équation (17), 
est paire ou impaire, suivant que l’on aura 


(19) Èm,n, = 0 (mod. 2) 
ou 

p 
(20) 2m 1 (mod. 2). 


Les fonctions, définies par l’équation (17), sont donc de la même nature 
que celles, dont nous nous sommes occupé au $ 138, à un facteur con- 
stant près. La raison de notre chois actuel pour celui-ci sera visible 
dans le $ suivant. — Si contrairement à l’usage on prendrait pour théta 
fondamentale une fonction impaire, on n’aurait qu’à placer le signe (—) 
. devant les seconds membres des équations (15) et (18). 


? 
142. On voit par l’équation (5) du $ précédent, que la fonction 9(,) 
p 1 
est une fonction périodique des variables v,, et comme elle est toujours 
1 


finie et continue, elle est dévéloppable d’après le théorème de Fourier 
en une série infinie à p entrées de la forme: 


+o + -+ dei Fin, v 
1 
(1) ve) = 2 Zn. 2,4 mymo .… my © 
Les coéfficients Es =, =A? de ce développement se déterminent 


Fi h 
le pas aisement de cette manière. Portons ce développement aulieu de 


(D) dans les deux membres de l’équation (13) du $ précédent, (en y 


FE toute fois m, = 0 et après y avoir transporté le facteur expo- 
6 


nentiel à gauche); en employant la notation abrégée des coéffcients et 
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des sommes multiples (en imitant Riemann), facile à comprendre, nous 
aurons, après avoir introduit le facteur exponentiel sous le signe de 
sommation : 


+® \? ri D,2m,0, 
à RSSI le 
—0Ù ii 1 (2) 
(3 | ni à (Cn, +n) 2w, Hm Hn JŠ Tu” m) 
ma a ANEN TT { 
Le =! rú 
r 
ni D (m, FH n,)20, 
En comparant les coéfficients de e “1 dans les deux 
membres de cette égalité, on aura: 
p 
g 
zi X (2m, +m) 2 un 
m = t € zoa i ’ (3) 
ht nh A 


p ? 
pour toutes les valeurs de m,. En posant m,=0, on en aura: 
1 1 


Pe. A Í (4) 


Les coéfficients, déterminés d’après cette formule, satisfont à Péquation (3): 
car en substituant l’expression de A? , obtenue de (4) par le chan- 


H 
gement de n, en m,, dans léquation (3), on aura à droite justement 
l'expression de Amden’ reçue d’après (4), en y changeant n, en m,+n,, 


1 
ayant en vue l'identité: 


D nm 2m,n,+n,n,) = à (m +n) (m+n). (5) 
En portant l’expression des coéfficients An, de l'équation (4) dans 
le développement (1), on aura: i 
p? ? 
Fan ri2 mo, Zn) 
»)— | 2.) fu : (6) 


P? 
` 2 ? $ F PE . 
où l’on a posé A0,— 1, pour déterminer définitivement la fonction a(o). 
1 a 


Ainsi nous avons reçu l'expression analytique de la fonction théta 
de Jacobi et Riemann. On pourrait la nommer aussi la fonction théta 


M. TIKHOMANDRITZKY. č 18 
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avec la caractéristique zéro. Pour avoir l’expression analytique des autres 
thétafonctions, paires ou impaires, avec des caractéristiques différentes de 


p 
zéro, on n'a que de porter le développement de 7» fondamentale, 


présenté par la formule (6), dans l’équation (17) du $ précédent, définis- 
sant ces autres thétafonctions, après y avoir changé la notation des 
éléments de la caractéristique par les lettres latins en celle par les 
lettres grecques œ et y. En introduisant le facteur exponentiel sous le 
signe de sommation multiple, on aura pour l’exposant de e dans le terme 
général: 


P r P p 
N © : DR 1 
zi Dy |m, (2v, De DAT -> y) l AO Bi Di REE Ty È u |= 
Eel = Eel 
(7) y ERA A1 y, 
=" (m, | D|20, | z) HÈ ty (m; "1 
car on a en réunissant dans une somme double les termes avec t: 


r 


i 1 7 
Yir m em m Ny 
ki al Aaka 


Nyi o a Vx VI 
|m E e T ts Ie 


: 1 i 
ED [2m -m m, Y EE N EU 9 


4 ktl: 


donc on aura: 


AE à ug ? Taria 
Br yi +. Ag zi Y (m; D 2 (v, ; =) | > Ter (m, f )| 
al ln k=l % -2 i 2 - 
o [S]e a) e 
1 —ù ii 


Cette expression est tout à fait semblable à celle, donnée par la for- 
mule (6); elle s'en déduit, en ajoutant à la variable », la moitié de 
l'élément supérieur correspondant y, de la caractéristique, et à la lettre 


sommatoire m, la moitié de l'élément inférieur correspondant v,. Voilà 
p 


sn MT 2 Tu) 
pourquoi nous avons choisi e ™™' pi pour le facteur 
constant dans l'équation (16) du $ précédent: de cette manière nous 
avons reçue la forme usuelle de cette fonction. 

143. Ayant trouvé l'expression analytique de la fonction théta de 
Jacobi, nous avons trouvé par là les expressions de toutes les autres, 
car on peut exprimer sans difficulté les dernières, et en premier lieu la 


thétafonction fondamentale générale (avec c,, tout à fait arbitraires, mais 


satisfaisant toujours à la condition (9) $ 140), par la fonction de Jacobi. 
On n’a pour cela que de décomposer les c,, en deux parties chaqu’un, 
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dont l’une soit la valeur déterminée par la formule (7) $ 140, que reçoit 
cette constante pour la fonction théta de Jacobi, c’est-à-dire de poser: 


TES () 
a > EP { ba (1) 
mais en vertu de (6) $ 79, [ou (1) $ 140,] vu (6) § 128, on a: 
p 
T= TO Deye); (2) 


en portant ici aulieu de c, sa valeur tirée de (1), on aura: 


J (u, = JG, NA D D Laute) PACER (3) 


JAI 


ou, en posant 


Tu Ÿ ea On Le | 
$ (u,), a (u,), HAC j c), (4) 
1 1 jik=1 
plus brièvement: 
ap Su) ie | 
AO =I (w) A AMC c). (5) 
J= 
En posant ici 
u =c, + 20 L), (h=1,2,... p) (6) 


_ nous aurons: 


J, = UC ne (a | L) D) = JS 2, [CES bc), (7) 


où l'on a d’après (4): 
ak 


= (a +24 I D) 
(8) 


ük 


1 Zii Ea \(0) r TA 
T J(+ 20% R LD). pA 2,1 jh AU ras L T € j) 


P 
En remplaçant dans l'équation (5) u u, par u, Hup d T et en ajou- 


To 


tant au résultat CA (7), nous aurons: 
J + J(u,+1 ID, = JE J(u + np- Le Sin i (9) 


Maintenant remplaçons ici uo par 
1 


Ww io,  (=1,9,..p) (10) 


t 


18* 
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o, étant une période; alors d’après (4) $ 135 J, et JO seront changés 
respectivement en 


(11) J =J; à et J, =), — M 


7, étant la période de l'intégrale m deuxième espèce, qui répond 
p 

aux &,; nous aurons: 
1 


p. ak 
| =) nr 
(12) J+J (ut ü += JO- 


h 


p ak p 
1. =(0) (1) 
J(u +u,- RY -! > bu, 
1 Lo a | 


h 
» 

Supposons maintenant que o, sont de celles périodes, qui rendent 
la fonction à gauche de l'équation (12), de même que la partie corres- 
pondante à droite, une fonction de 1-re classe; alors, après avoir multi- 
plié cette équation (12) per du, et sommé par rapport à k de 1 à p 


nous allons l'intégrer de u, EE nous aurons ainsi: 


$ J. ue SA u, j + )éu = 
(13) 


k 


u 
ATAN p' 
=$ / (T IHi a. EOLAS bpt i 
= 2 kjel 


en vertu de l’équation (8) § 125 on peut présenter cette équation de 
cette manière: 


0 n lig (a) 2 HAN | 2 
(14) $ GE P 0,) E p (u) FT p (0,) $ 4 2 by afa à 4 
j= 


en prenant les deux membres de cette équation pour l’exposant du 
nombre e, en vertu de équation (11) du même $ 125 nous aurons: 


86) 8°) > LE Ur, 
(15) LA 
zop i 
” @(0,) Ta mA 
1 
Cette équation donne l’expression d’une thétafonction générale (celle du 
côté gauche) par une thétafonction spéciale et paire (celle du côté 


r 
droit). Parmi celles-ci se trouve la fonction ©,(u,), (4) du $ 141. Si Pon 
p 1 
suppose que dans léquation (10) les 5 sont prises aine telle manière 
1 


qu'elles nous conduisent justement à la fonction Əl), aulieu de 
l'équation a nous aurons: 


+) PE en vertu de (12) § 140 et (1) du § présent il suit de (19) § 69 la même 
relation entre les b,,, c’est-à-dire: b = by, 
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1 1 
O (un) Bof) 9 2 byt 
Het NP (16) 
BG) 0) 


Pp P 
Portons ici les valeurs des u, en v, tirées de l'équation (21) du 
S 140; en posant ? ; 


p 


1 < 
2 2 bej Org Tip, (17) 


n j= 


nous aurons la formule suivante: 


" a 

Oln) P) me >à B nt Ph 
Mis FETES 1 g h=1 ‘ (18) 
Te ? 
8(0,) O) 

1 1 
qui donne l'expression d’une thétafonction fondamentale paire par la fonc- 
tion de Jacobi. Les autres thétafonctions s’exprimant par la fondamen- 
tale, comme on l’a vu aux $$ 126, 135 et 136, il n’est pas difficile 
d’avoir aussi leurs expressions par la fonction de Jacobi; mais, nous 
nous bornant aux éléments de la théorie des intégrales abéliennes, il 
nous suffit d'indiquer cette possibilité. 
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Complément au $ 48. 


1. Théorème des restes (Restsatz). Partageons tous les zéros va- 


pv 
-riables d’une fonction adjointe f,(x , y) en deux groupes, contenant le pre- 
mier Q, zéros, le second F,. Soit donnée encore une autre fonction ad- 


Ho Vo 


jointe AG, y), qui aurait parmi ses zéros variables les Q, zéros du 
premier groupe et encore d’autres À, zéros; de même soit donnée une 


Ya 


J. 
troisième fonction adjointe f(e ,Y), qui aurait parmi ses zéros variables 
les À, zéros du second groupe des zéros variables de la première fonc- 
tion èt encore d’autres Q, zéros, de manière que les groupes des racines 
variables des trois fonctions f,, f>, f, soient: 


a et Gr pour Au 
( l ) | G ” fs ; 
|a et 6, n fs- 

k, 


(A 
Les deux groupes G, et &,, ayant le même reste G, , sont dits corré- 
1 : 2 1 
siduaux; aussi les deux groupes G, et G, sont corrésiduaux, ayant le 
1 3 


même reste @&,. Maintenant, on peut trouver une quatrième fonction 
1 


Pao te 
adjointe /,(&,y), qui aurait pour ses zéros variables les groupes 


G, et Gg. En effet, posons: 
3 E 


. (2) e oaaae P E, 


m n 
en entendant par F la fonction F(<,y), formant le premier membre de 
léquation, qui définit limage algébrique; en remplaçant ici le paire 
(x,y) par un point quelconque de l’image algébrique considéré, on ré- 
duira le second membre de léquation (2) à son premier terme P.f., qui 
s’annule avec son second facteur pour chaqu’un des zéros de l’un des 
groupes Ga et G rp Pour lesquels s’annulent respectivement les facteurs 


f, et f de son premier membre; mais celui-ci s’annule aussi pour les 
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zéros des groupes Œ, et Go» pour lesquels s’annulent respectivement 
2 3 


f, et /,; comme f,, ne s’annule pas en ces points, c’est qui doit s’an- 
nuler en ces points. Mais ® doit encore remplir aussi tous les condi- 
tions d’adjonction; car (en ne considérant que les points de l’image 
algébrique), aux environs de chaque point singulier l’ordre infinitésimal 
du produit f.f est double de celui de /,, toutes les trois fonctions : 
Feito, la atant ae Donc ® ne sera pas autre chose que la fonction 


adjointe fF, ye dont les Ré uw, et v», sont déterminés par les 
équations: à 


(3) 


que donne la comparaison des dégrés de x, respectivement de y des 
deux membres de l'équation (2). D’après (17) $ 50 on doit encore avoir: 


mv,+nu,—24=0Q,+R, ; (4) 


mais cette équation est, en vertu de (3), une conséquence des équations 
analogues pour les fonctions fi, fo, fa, Savoir: 


my ny —24=0Q, +R; | 
mv,+nu—24=0Q, +R; | (5) 
mv,+ nu, —24=0Q,+R ; | 


en effet, en retranchant la première de la somme des deux autres, de 
ces équations, on aura justement l'équation (4), car des équations (3) 


on tire: 
Pa Par Fa rs | (6) 
vire Va Va aes Yi A 


Il suit de là la proposition que nous avions en vue: „Si deux groupes 


G R, et Gr, sont corrésiduaux par rapport au groupe Cor ils le seront 


par rapport à tout autre que Co ? qui est résidual au groupe Ge 
par rapport à l’un d'eux G, 


. On apperçoit par Ps ie que la conception des groupes 
corrésiduaux est indépendante du groupe particulier, pris pour le reste 
commun de ces groupes. 

2. Il suit des formules des $$ 49 et 50, que dans ie cas, où parmi 
les équations d’adjonction il y aurait un certain nombre s, qui seraient 


. A7 24 
les conséquences des autres, on aurait entre le nombre N{v ) des rap- 


Sy 
ports des coéfficients indéterminés de la fonction adjointe f(x, y) à Pun 
d’eux et le nombre N: ” de ses zéros variables cette inégalité: 
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4 —(1,v) (pY) 
(1) MUR. The 
m—2 n—2 
lorsque => m—2, v=> n—2, et pour la fonction adjointe o( £ , y ), 
pour laquelle p = m— 2, v—n— 9, cette autre: 


—(m—2, n—2 (m—2, n—2) 


(2) N, bis N, —p+1. 
Comme on a par le $ 50: 

(3) LÉO "EE à 

la dernière inégalité pourra être représentée ainsi: 
(4) a Rae EEN 


a y 
Partageons les Ne “ zéros variables de la fonction adjointe f(x,y) en 
deux groupes de Q et de R zéros, de sorte qu’on aura: 
(5) Q+R=N" 
en retranchant cette égalité de l'inégalité (1) et en transposant ci- après 
Q dans l’autre membre, nous aurons l'inégalité: 


=(P, Y) 
(6) A > > Q Ip i 
Si les Æ relations, qu’on aura en remplaçant (x, y) dans la fonction f(s, y) 
par ses zéros du groupe &, ne seront pas toutes indépendantes, le 


nombre q des coéfficients qui restent après cela indéterminés, sera plus 


y) 


grand, que N® ° — R; on aura: 


(1) EE a 2: 


parconséquent on aura à fortiori en vertu de (6): 
(8) Q>Q—p. 


De la même manière, en partageant en deux groupes G, et Gp les 
m—2 n-2 
zéros variables de la fonction o( æ , y ), nous arriverons pour cette 


fonction adjointe, en vertu de (2), à l'inégalité: 


q désignant le nombre de ses coéfficients, qui restent indéterminés. 

3. Nous démontrerons maintenant le 

Théorème inverse, au dernier résultat. ,L’ensemible des points ana- 
lytiques, formant l’un des groupes de la famille *) (eine Schaar) Go lorsque 


*) Nous employons ce mot aulieu de „série linéaire“ pour abréger. 
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le nombre Q des points d’un groupe et le nombre q des paramètres 
indéterminés satisfont à l'inégalité (9) $ 2, pourra toujours appartenir 


m—2 n—2 
aux zéros variables d’une fonction adjointe &( æ , y ) de première espèce 


(ou, en langage géométrique, on pourra toujours mener une courbe ad- 
m—2 n—2 


jointe @({ æ , y )=0 par les points de chacun des groupes de la famille 
Ge lorsque l’inégalité (9) $ 2 a lieu)“. 


Le théorème a évidement lieu, lorsqu'on a g—0 et Q <p—1, 
l'inégalité (9) $ 2 étant satisfaite par ces valeurs de q et de Q, car le 
nombre des coéfficients indéterminés n'étant pas d’après (4) $ 2 infé- 


rieur à p—1, on pourra toujours les déterminer dans ce cas de manière, 
m—2 n—2 
que les Q points du groupe soient les zéros de la fonction ọ( æ , y ); 


supposons donc que le théorème soit juste pour les groupes de la fa- 


mille ss et démontrons qu’elle sera alors juste aussi pour les grou- 


pes de la famille Go dans le cas de l'inégalité (9) § 2. 


En passant de la famille des groupes aus à la famille des grou- 
pes (Eee nous ajoutons un point au groupe et un paramètre seulement, 


m—2 n—2 
tandis que en passant de la fonction adjointe &( x , y ) à la fonction 
m—1 n—1 i 
adjointe f( æ , y ) on augmente le nombre des coéfficients indéterminés 


de m+n—1 unités; si donc par le groupe Go on peut mener une 
m—2 n—2 

courbe adjointe ?( x , y )=0 *), on pourra par le groupe Go mener une 
m—1 n— 


1 
courbe adjointe f( æ , y )=0. Prenons pour cela l’un des groupes de 
la famille Go, menons une droite par un point variable (a, y.) de ce 
groupe, et par les autres Q@—1 points du même groupe faisons passer 


la courbe adjointe Ea 0 TU c'est ce qui est possible d’après la 
suposition faite de la justesse du théorème dans le cas de er, Piné- 
galité (9) § 2 étant satisfaite par des nombres g—1 et Q— 1, lorsqu’ 
elle l’est par les nombres g et Q. L'ensemble de la droite par le point 


m—2 n—2 
(4y) et de la courbe adjointe ọ( x , y )=0 formera une courbe ad- 


: m—i n—i 
jointe (réductible) /( æ , y )=0, et le reste des Q points, lesquels 
-nous avons pris, sera formé par les m+n—1 autres que (q, y,) points 


d'intersection de la droite menée par (2,7) avec la courbe fondamen- 
tale, et des 2p— 2—(Q—1) autres points (variables) d’intersection de 


*) En adoptant, pour abréger, le langage géométrique des Mrs. Brill et Noether. 
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m—2 n—2 

la courbe %( x, y )=0 avec la même courbe fondamentale, qui forme- 

ront ensemble le reste aussi pour toutes les autres groupes de la famille 


Gi d’après le théorème des restes [§ 1]. Les courbes /( a 5 7 0 
ai degré m+n — 2, découpant ces groupes de Q points, étant rencontré en 
m-+n— 1 points par notre droite, menée par le point (%, Y), se ré- 
m—2 n—2 
duiront à l’ensemble de cette droite et d’une courbe adjointe ( 7 LE: 
les Q points de chaque groupe de la famille considérée seront donc 
découpés sur la courbe fondamentale par ces dernières courbes adjointes. 
Le théorème inverse est donc démontré. 
Mais alors on doit avoir 


(10) Q < 2p —2, 
m—2 n—2 


car le nombre des zéros variables de la fonction o( x, y) est égal 
à 2p — 2. Il en suit, que les familles des groupes de Q points, G4, pour 
lesquelles ait lieu l'inégalité (9) § 2, n’existent pas dans le cas, où l’on 
aurait Q > 2p—2. 

4. On en tire cette conclusion importante, que les familles des 
groupes G3 _ə, satisfaisant à l'inégalité (9) § 2, pour lesquel d’après (9) 
$ 2 on aurait 


(11) dirt, 


ne sauraient pas être de dimension plus grande que p —1. En effet, si l’on 
avait gq=p, on pourrait, en prenant un point quelconque (6, Ya ) de la 
courbe fondamentale, former la famille 


p 
(12) Gapi 


des groupes de 2p-—1 points, contenant chacun le point (6, Yy ,), pour 
laquelle Pinégalité (9) § 2 aurait lieu, car on a 


E: p=2p—1—p+1=P; 


mais alors on pourrait, d’après le théorème inverse, faire passer par les 
2p —1 points de chacun des groupes de la nouvelle famille une courbe 


m—2 n—2 


adjointe (x , y )=0, Cest ce qui est impossible, comme on l’a vu 
tout à l’heure [(10)]. | 
La dimension q de la famille des groupes Go ayant p— 1 pour 
sa limite inférieure et ne pouvant le dépasser même d’une unité, doit - 
être égal à 
(14) Bli 
Ca: fod 
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Aulieu de: 


ramification 
le feuillets 
transformé 
on préfére 
eu un 

— 2h. 

deviénnent 


mn 
F(x,y) 
a seconde 
a — Citi 
As B; 


satisfaisant 


14,114 
pP P P.n. 
DA 


21 WT) 


de y;, 


qui, 


(r) 


s'exprimant 
rationnellement en fonction 
des coéfficients de l’équa- 


tion (1), seront 


d’un points 
quant 


Lisez: 
ramification, 
les feuillets 
transformées 
on préfère 
en un 
— 9n, 
deviennent 


F(x,y) 
la seconde 


satisfaisantes 


Matte r) 
NO A p" „p 
VS 


u 
ea 
(g—1) 
L(y—1) 1 


ou 

(x) 

de y, et de z,, lesquelles, 
revenant en même temps que 
x à leurs valeurs initiales 
seront 

d’un point 

quand 
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(ax + bx +c) 
py 
f(x, y) 
y 
p 
Ql) =A M (z — 4) 


m—1 n—1 


Y(xz,y) 


Pen, y: an b EE 


m—2 n—2 


apb ala z ,Y) 


55 
59 


VRH, 


VRa)+ 53 RQ)e+... 


20 


im (eye) 
(Re); 
lim |, 2) 
26+1 
yÿ"—R( x ) 


A Ratt... 
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Bnp =0 


(ax + by + c) 
» x y 
f(x, y,) 
y 
ẹ 
QE) =A M (e — a) 


m—1 n—1 


9(z, 37) 
C 


(20) 
(19) 
D 


— — 9 


iA 40) 


(k) 


p 
(8) Prya, e aA 


m—2 n—2 


p 
dj, PER x ,Y) 
57 


58 
-VR (a)+ Rae. 


t— rT 
yE (a,) 
= 
(eV ar Ñ 9 
lim (@—) tæ, y) ) 
RE’); 


lim ta 3 


2p+1 
—R( x ) 
A 
B,E, 
a) 
D—9q 


i 
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y 


zx 
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réduria 
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t 
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dx 
F, (e, Ft 


donnée pour la première fois 


a. 


2 
ù (x, à y.) 

! Nu TA 
ACAK) 
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